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Mit der vorliegenden Kritik der Empfehlungeq*wandan wir uns. hauptsiéchlich
an die Hnthe;atiklahrar der htheren Schulen. Wir k¥nner nicht glauben, da8
viele Lehrer iiberzeugt sind, mit den dort gerechten Kursvorachligen sei
dem Mathematikunterricht geholfen. DaB sie tatsichlich sogar schaden, ha-
ben wir detailiert zu begriinden und durch Zitate zu belegen versucht. Als
Hochachullehrer fiihlen wir uns berechtigt und als Eltern verpflichtet, un-
sere Meinung zu den Empfehlungen zu sagen. Wir wissen inzwischen, daB die
Verfasser der Empfehlungen geradezu licherlich wenig Zeit fiir diese Arbeit
hatten. Daher rechnen wir mit keiner weaentliéhen Reaktion von seiten des
Kultusministeriums. Um so mehr liegt uns an einer Reaktion won seiten der
Lehrer, denn sie kénnen sich wenigstens noch bei de? Auswahl von Lehrbi-
chern, mit Beschliissen in Fachkonferenzen und bei der Ausbildung von Re=-
ferendaren gegen solche "Empfehlungen" des Kultusministeriums wehren. Nach
dreimonatiger Arbeit an vielen neuen Entwilrfen ist der Schrecken, der uns
bei der ersten Lektiire der Empfehlungen ergriffen hat, noch immer lebendig.
Wir bitten daher unaefa Leser, insbesondere die Autoren der Empfehlungen,
die im Text enthaltene Polemik - wie wir - auf den Inhalt zu beziehen.
Allen Kollegen von Schule und Hochschule, die Vorldufer dieses Manuskripts
geduldig mit uns erdrtert haben, danken wir herzlich: mit ihrer Hilfe hof-
fen wir, MiBverstdndnisse auf éin ertrigliches Ma8 reduziert zu haben.

Bonn, Sept.1973 L. rihrer, H. Karcher

P.S.: Soeben haben wir die neuen Gesetzentwiirfe zur Lehrerfortbildung
(Sekundarstufe I und II) kennen und fiirchten gelernt. Damit wird unsere
Kritik der Enpfeﬁlungtn bald weitgehend iiberfliissig, denn die Nachwuchslehrer
werden die vorgeschlagenen Kurse ohnehin nicht unterrichten kdnnen (besten-
falls jedes Jahr denselben).

Mit "Em{ehlungen" kiirzen wir im folgenden stets die "Empfehlungen fiir den

Kursunterricht, Curriculum, Gymnasiale Oberstufe, Yathematik" aus der Scariften-

reihe "Schulreform NW, Sekundarstufe II" des Kultusministers von NW ab.

B

Bonn, Februar 1976

" Wegen des anhaltenden Interesses haben wir unser 2% Jahre

altes Manuskript noch einmal vervielfAltigt. Wir bedauern,

daB uns die Zeit zu einer Uberarbeitung gefehlt hat. Auf

"Grund der Reaktionenm, die uns .erreicht haben, scheint es

notvendig, noch einmal zu betonen, daR unser Hauptanliepen

eine kritische Auseinandersetzung mit den Empfehlungen war,

Spitestens die Jahrestagung der Deutschen Mathematiker Ver-
einigung in Tiibingen (1975) hat gezeigt, daB die von uns
kritisierten Entwicklunpgen in der Schulmathematik auch eine
grofe Mehrheit unserer Kollegen mit Besorgnis erfiillen.
Wdhrend wir also von unserer Kritik nichts zuriicknehmen,
miissen wir doch sagen, dal die "konstruktiven" Teile unseres
Manuskriptes nicht zu wdrtlich genommen werden sollten:

sie sind von uns geschrieben, um klarer zu machen, was wir
kritisieren und welche Fehler vermieden werden miissen. Allein
schon, weil nichts dazu gesagt ist, wie an die Mittelstufe an-
geknlipft werden soll, und fast nichts dazu, was flir Beiaspiele
zur Motivation zentraler Definitionen behandelt werden kiinnen,

sind diese "konstruktiven" Teile nicht unmittelbar verwendbar.

L. Filhrer, Wilhelmshaven

H. Karcher, Bonn
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Unsere Hauptaufgabe haben wir darin gesehen, die Vorschlige der Ethfelﬂ-nﬂen
in sorgfédltiger Detailarbeit zu analysieren. Die vorgetragenen Argusen-

te bekommen zwar erst im Zusammenhang ihr richtiges Gewicht; aber wir
hoffen sehr, daB die meisten Kritikpunkte auch fiir sich allein wverstiénd-
lich begriindet sind, denn auf diese Weise besteht die griiBte Aussicht,

deB unsere Kritik zu einer lebhaften Diskussion der Empfehlungen fiihren
wird (an der sich jeder Lehrer beteiligen kann).

Wir mdchten dem Hauptteil einmige Bemerkungen woranschicken, die sich auf
die Empfehlungen als Ganzes beziehen - bet solchen allgemeinen Aussa-

gen kann man naturgemidB leicater anderer Meinung sein und schwerer durch

Argumente ilberzeugt werden.

1. Zur Einfiihrung des Kurssystems im Fach Mathematik

Die von der KMK beschlossene Einfiihrung des Xurssystems ist eine Tatsache,
sie bleibt aber fiir die Mathematik eine problematische Entscneidung *. Der
Mathematik-Unterricht geriit damit in eine Bedréngnis, auf die er - wie die
Empfehlungen deutlich zeigen - weder eingerichtet ist noch ohne Substanzverlust
eingerichtet werden kann. Dies aus mehreren Griinden: 4
a) Sowohl die klassische als auch und besonders die "Neue" Lathematik-Didektik
leben vom allwmihlichen Aufsteigen zu komplizierteren Kalkiilen und gréSeren
Interdependenzen (Strukturanreichezung).

b) Eine traditionelle Schwierigkeit des Lathematik-Unterrichts besteht in
seinem schelnbaren Mangel an Sinnfalligkeit und Niitzlichkeit. Man mag dies
unterschreiben oder nicht, jedenfalls sehen es viele Schiiler so. Will man dem
Mathematik-Unterricht auf der gymnssialen Oberstufe weiterhin eine allgemeine
Bildungsfunktion zuhnlig_en, 80 darf man nicht pur theoretisieren, sondern mu8
auch zeigen, wozu Mathematik gut und niitzlich ist - vor allem auch suflerhalb
der Mathematik.** i '

c) Kompliziertheit und Anwendbarkeit mathematischer Kalkiile gehen oft Hand in
Hand. Einerseits erfordert die zunehmende "Mathematisierung vieler \issenschaften"
tiefere mathematische Vorbildung ihrer kiinftigen Studenten, andererseits wird
vielen Schiilern die Flucht vor mathematischen Anstrengungen in solche Fécher

* Klingens Bemerkung in MNU: "Dabei erweist sich die Rhytnmisierung des Lehr-
stoffes aud in der Mehrzahl umabhiingige Halbjahreseinheiten als kleinere
Schwierigkeit, als es in der Yathematik zunéichst ecwartet werden konnte."
(Bd. 26,Heft 3, S. 129) haben wir nicht verstehen kinnen.

** Formeln wie "Erziehung zu logischem Denken" sind nur fiir wenige Scniiler

attraktiv = dje anderen miissen sehea kinnen, wo und wie Mathematik anbrswo
enwendbar ist.
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nahegelegt, die erst auf der Oberstufe einsetzen, darum héufig auf propddeutischem
Niveau bleiben miissen und nur scheirbar besser auf das spétere Studienfach vor-
pereiten. Man verstehe uns richtig: Wenn ein sinnvoller Wettbewerb dazu fiihrt, die
Schulmathematik gesund zu schrumpfen, so ist das nur zu begriiBen., Der hier.in-
stallierte Wettbewerb bleibt aber solange verzerrt wie dem Schiller die Kon-
gequenzen seiner Kurswahl oder Zabwahl in bezug eaf sein spiteres Studium nicht
klargemacht werden kdnnen. Darauf sind weder Lehrer noch Hochschulen noch
Ministerien ausreichend vorbereitet (von der Schulbuch-Literatur Banz zu schweigen).

2 , Wahlfreiheit ‘

Seltst nach dem Vordiplom sind Mathematikstudenten an Universitédten er-
fahrungsgenil kaum in der Lage, Interessen fiir Spezialgeblete zu artikulieren.
Die Auswahl der Seminare erfolgt deshalb regelmiilig nach nicht-fachbezogenen
Gesichtspunkten wie zeitlicher Koordination, Sympathie oder Priifungsruf des
Dozenten, Anzahl der freien Plitze, etc. Voher sollte der Schiler Interesse
fir Spezialthemen entwickeln? Aus dem Eingangskurs? Aus der Analysis? Nun zeigt
die Praxis offenbar, da3 alles so heil nicht gegessen wird: In der Regel bleibt
der Schiiler bei dem Lehrer, den ihm der Zufall bescherte. Dieser Lehrer wihlt
die Themen fir ganze Schiilergruppen aus und darf auch gelegentlich mal etwas
Mathematik voraussetzen. Die Wahlfreiheit bleibt also das, was sie seit ihrer
Einfinrung vor allem war: Ein Scheinargument filr das Kurssystem! Ein Schein-
arguzent fiir eine mangelhaft vorbereitete politieche Entscheidungl ¥

* ler das nicht glauben meg, sollte einmal untersuchen, auf welchen Schulen des
Landes N die geforderten Singangsbedingungen fiir die Oberstufe in Jjedem
Jahrgang garantiert sind, oder er sollte einmal fragen, ob durch das Kurse
system nicht u.U. der ¥atheratiklehrer-llangel verscndrft werden kénnte, oder
er sollte einzal in die Lehrbiicher hineinschauen, die zu den Kursen angegeben
sind (z.B. Redei und van der iaerden zum Kurs 'Algebraische Strukturen').

3. Zielsetzungen mathnematischen Unterrichts in den Empfenlurnsen

Wir wollen einmal zitieren, was wir in den Empfehlungen an LuBerungen iiber
die Zielsetzungen mathematischen Unterrichts finden konnten:

5.8: "Die Kommission ist der Meinung und sieht sich durch die Ergevnisse von
Abnehmerbefragungen unterstiitzt, daB in keinem Lehrgang auf Analysis ver-
zichtet werden kann. Andererseits lassen sich die allgemeinen Lernziele der
Schulung formalen SchlieBens and exakten Beweisens, der Férderung problem-
lésenden Verhaltens in Anwendungsbereichen und der Pflege der Raumanschauung
an geouwetrischen Objekten im engsten Zeitralimen des viersemestrigen Grund-
kurses nicht mehr gleichverteilt unterbringen. Die Kommission stellt deshalb
;Zlirﬁndkurs 2 verschiedene Vorschlige fiir die Behandlung der Analysis zur
jahl.

5.8/9: "Die Kommission hat eine ikrer wesentlichsten Aufgaten darin gesehen,
Themenangebote fiir Leistunis- und Grundkurse so auf:uheréiten. da3 sie hin-
sichtlich der zumutbacen Forderung und der erreichbaren Rundung in vorgeselenen
Zeitrahmen mdylichkst ausgewogen sind und in alternativen Kursfolgen die wich=-
tigsten allgemeinen Lernziele mathematischen Unterrichts abdecken. Hierbei
wird unterstellt, dad viele hier nicht genannte  spezifische Lernziele (z. B.
Schulung in der sprchlichen Beherrschung mathematischer Saclrerhalte) bei ge-
eignetem Vorgehen durch jeden beliebigen Kurs erfaBt werden ki‘nnen. Das Ver-
fahren sei an einem Beispiel erliutert: ein Grundkurs 'Komplexe Zahlen' er-
scheict in einem (hier nicht mitgeteilten) Zusarmentang wiinschenawert. Fiir das
Anspruchksniveau des Grundkurses erscheint der Fundamentalsatz der Alzebra, der
eine besonders sinnvolle Rundung des Themas darstellt, nicht erreichtar.
Andererseits 146t der Zeitranmen nach der exakten begrifflichen Einfihrunz

der komplexen Zahlen noch Platz. Um in die Kiahe von inwendunsssituationen

zu gelangen, werden konforme Abbildungen hineingenommen. “egen wiinschens-
werter Unabhingigkeit von anderen Kursen und zegen der Besciirinkung des An-
spruchsniveaus werden jedock nur lineare Fu:ktionen behandelt. Der Leistungs-
kurs stellt das Thema von vornherein in den griBeren Zusszmenhang 'Aulbau des
Zahlensystems'. Im &@hnlicher Weise ergeben aich
alle vorliegenden Vorschlidge aus einer
Wechselbeziehung der genannten Bedingungen'
(Von uns gesperrt)

5.10: .

npie Kommission verzichtet darauf, die Aufgabe der Leistungskurse und Srund-
kurse explizit durch verbale Formulierungen zu definieren. Vielmenr erfols
die vollstindige Beschreibung dieser Aufgabex in 'aufzénlender Form' durcn
die folsenden Texte."

S.7:"Auf die Angabe operationalisierter Lernziele mul verzichtet werden."
$5.159: "Die vorliegenden Lehrplanhilfen sind unter der dreifachen Friimisse
entstanden, daB die Hichtlinien von 1963 sowohl in ihrer struxtur als auch
injhren Inhalten einenliodernitdtsrickstand
aufweisen, daB nach dem gegenwirtigen 3tand der Curriculumforsciumg ein
wissenschaftlich gesichertes Curriculum fiir die einzelnen Ficher des Gymnasiuns
in absehbarer Zeit nicht zu erwarten ist, daB aber dennoch Lehrplanent-
scheidungen getroffen werden amiissen, die die langfrstig angesetzte wiss.n-
schaftliche Qurriculumentwicklung von der Scunulpraxis her vorvereite:n higlféa)
5.5: "...Vielmehr sind alle ReformmaBnahmen in der Sekundarstufe II, ob sie
die studienbezogenen Ausbildungsginge der gymnasialen Cberstufe oder die
beruflichen Ausbildungsginge im beruflichen 3chulwesen betreffen, in ihrem
inneren Zusammenhang und ihrer wechselseitigen Beziehung zu genen."{Vorwort
des Herrn Kultusministers, Hem werden die ZImpfehlungen niemals gerecnt.
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Sieht man zundchst einmal von den kurzen Zielsetzungsbeschreibungen zu den

einzelnen Kursen ab, s 0 ist hier alles zusammenge- ! )

tragen, was liber die Konzeption der Empf. e, AALITS

aufgesagt wird. N D n
In Anbetracht der Bedeutung dieser Unterrichtsreform erscheint uns das als

zZu 1enig. Da das Kurssystem die Mathemat{k ohnehin auf unnatiirliche und ahistorische (r ‘mecroinealiela; Namy /Ser "The mathod of exposition we have

iieise in nahezu fremde Teile zerlegen soll, brauchen von dem Zielgruppen der lernte das Irachentdten und ' chosen is axiomatic and abstract,

Empfenlungen doch wenigstens Eltern und Schiiler einige Erliuterungen zur Frage &b sein genzes Vermtgen da- and normally proceeds from the general

was soll.welche Lathematik auf der Oberstufe?". fiir hin. Nach drei Jahren to the particular. This choice has been
Natiirlich ist es HuBerst schwierig und im Resultat leicht anfechtiar, eine hatte er die Xunst erlemt, dictated by the main purpose of the

Antwort auf diese Frage zu versuchen. Aber spidtestens bei Beginn einer Reform aber er fand keine Gelegenhuit treatise, which is to provide a solid

die wie diese den Inhalt trifft, muB diese Frage beantwortet werden, sonst bleibt sein Kinnen ansuwenden.® foundation for the whole body of modern

die Reform sachfremd. In den Empfehlungen iiberléBt man es dem sachkundigen Jestumag il mathematics.... It follows that the

(zitiert nach Th.Brécker) utility of certain considerations will

Leser, das zu Grunde liegende Xonzept aufzuspiiren. Folgendes 148t sich aber
not be immediately apparent to the reader

nach Durcharbeiten des Textes zeigen:
Da bédaan e+ das Df““f‘ r - unless he has already a fairly extended

a) Die Stoffauswahl und -gliederung folzt der des Grundstudiums in Mathematik
an aden meisten deutschen Universitiiten.

b) Methematik wird als ein nach cben offenes Gebiude auf solidem und unan-
fechtbarem Fundament (Mengenlehre, math. Logik, Axiomatik) gelehrt.

¢) Auf Kontinuitit mathematischer Problemstellungen wird verzichtet (Kurssystem!).

d) Auf Anwendungen im auferaathematischen Bereich wird fast villig verzichtet,
parallellaufende Physikkurse konnen kaum Mathematik veraussetzen (Kurssystem!).

e) Das iiberwiegende Gewicht bei den Lernzielen liegt auf 'Schulung formalen
SchlieBens und exakten Beweisens'.Math, Zusammenhidnge fehlen.(Kurssystem!)

f) Es wird vom Allgemeinsten zum Besonderen geschritten.

g) Die kreative Komponente der lathematik kommt nur im Erarbeiten von
Definitioren zum Zugz, und die kann der Lehrer allzu héufig nicht ernst-
haft motivieren (e.g.: Stetigkeit, Grundstrukturen z.B. Ringe u.Kérper,
kozplexe Zanlen, Skalarprodukt, RU, etc.).

h) Im Vordergrund steht das zeitlich und didektisch gerade-noch-Befinierbare.
Das filhrt zu einem Uberangebot an Klein-Vorlesungen, deren Thema verordnet
werden muB, weil der "Stoff" dem Laien undurchsichtig bleiben muB.

Damit Kommen wir zur Untersuchung der Einzelheiten in den Empfehlungen.

titen zu ledren .

knowledge of mathematics; otherwise he

must have the patience to suspend judge-

- &
(R A"M an Th 8”‘;(”) ment until the occasion arises."

N. Bourbaki

"So kommt es, daB viele Vertreter der Analysis das Bewudt-

sein der Zusammengentrigkeit ihrer Wissenschaft mit der Physik
und anderen Gebieten verloren haben, wihrend auf der anderen
Seite oft den Physikern das Verstiindnis fiir die Probleme und
kethoden der lathematiker, ja sogar fiir deren ganze Intereasen-
sphdre und Sprache abranden gekommen ist. Ohne Zweifel liegt

in dieser Tendenz eine Bedrohung fiir die Wissenschaft uberhaupt;
der Strom der wissenschaftlichen Entwicklung ist.in Gefanr,

sich weiter und weiter zu verdsteln, zu versickern und auszu-
trocknen. Soll er diesem Geschick entgehen, so miissen wir einen
guten Teil unserer Kriifte darauf richten, Getremntes wieder zu
vereinigen, indem wir unter zusammenfassenden Gesichtspunkten
die inneren Zusarrenhinge der mannisfaltiren Tatsachen klaflegen.
Nur so wird dem Lernenden eine wirkliche Beherrschung des Stoffes

ermdglicht und dem Forscher der Boden fiir eine organische Weiter-
L
entwicklung bereitet.”
R. Courant
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Kritik des Analysis-Konzeots der "EMPFEELUNGEN"

Auf die analysis wird in den Empfehlungen mit Recht besonderes Gewicht
gelegt; Auber dem nicht-mathematischen Eingangskurs sind nur Analysis-
kuree fiir alle Schiiler verbindlich.Dabei wird Stetigkeits~ und Konver-
genzfragen ein bisher nicht dagewesenes Gewicht werliehen *. Wir erin-
nern daher in Teil I zunidchst daran, daB das jedenfalls keinen mathe-
matischen Grund hat. Dazu geben wir eine griBere Anzahl von Gliederun-
gen fiir mathematisch einwandfreie Analysiskurse an, die nicht - wie die
Empfehlungen - Vollsténdigkeit und Stetigkeit an den Anfang stellen.
Wir haben datei eine iibersichtliche Erléuterung der wichtigen Sidtze im
Aufbau der Analysis angestrebt, nicht schulreife Kursempfehlungen.

Teil II enthdlt unser eigentliches Anliegen, die Kritik des Analysis-
konzepts der Empfehlungen. Wir versprechen uns dabei den grdBten Er-
falg, wenn wir zeigen, in welche mathematische Katastrophe es fihrt,
wenn man den Empfehlungen folgt. Die Empfehlungen selber geben nur thoer-
schriften, sind also fiir sich allein zu ungenau fiir eine sorgfiltige
Analyse. Dafiir zitieren sie zwel fiir die Schule gesachriebene Biicher:
"Griesel" **)und "Schwannwerk" %), Das Schwannwerk ist so ausfiihrlich +f4
das der schwierigste Teil des Unterrichts - die richtige Auswahl und Zu-
sammenstellung des Stoffes - dem Lehrer iiberlassen bleibt. Griesel hin-
gegen bietet eine Stoffaduwahl an, die im Unterricht auch behandelt wer-
den kann. AuBerdem folgen die Emofehlungen Griesel meistens Uberschrift
fiir Uberschrift. Wichtig ist uns auch, deB das Buch von Griesel sich
ragch verbreitet hat, dad viele Lehrer seinen Lehrgang und seine Auswahl
praktikabel gefunden haben. Wir werden zeigen, daB die Behandlung der

Analysis bei Griesel - so weit es die schwierigen Séitze angeht - nur als

* Selbst im Grundkurs wird allen Ernstes vorgeschlagen, ein halbes Jahr
lang Konvergenz Zz.B. Bolzano-WeierstraB) und Stetigkeit ("auf den Be-
weis des Zwischenwertsatzes sollte nicht verzichtet werden") zu behan-
deln. Das Wort "differenzierber" fdllt fiir Grundfach-Schiiler zum ersten
Nal im dritten Halbjahr Oberstufel!

**Analysis I+II, Unterrichtshefte zur Mathematik von heute, Schroedel-
Verlag und Schéningh-Verlag 1968/72.

* Mathematikwerk fiir Cymnasien, Analysis I, Schwann-Verlag, 1970.

+*Eirstea Halbierungsverfahren S.64, geometrische Reihe S$.1095, Grenzwerte
bei Funktionen ab S. 132 (ohne Benutzung der Folgen), Differentialrech-
nung ab S. 167, Integralrechnung ab S. 245 (nicht mehr liickemlos, Ver-
weis auf Band II).

v

I3
Entstellung bezeichnet werden kann‘{ Das hat sich weder bia zur vierten

Auflage geandert, noch wird in den Empfehlungen ein Wort iiber diese Feh-

ler verloren ¥ Wir ergumentieren daher, daB die Fehler bei Griesel bei-

8pielhaft sind, dal sie die Regel sein werden, wenn das konzen; der Em-
pfehlungen verbindlich wird.

Uns iast klar, daB dies Vorgehen Herrn Griesel gegeniiber unfair ist. Wir
glauben aber, daB wir viele Lehrer ansprechen kénnen, wenn wir uns auf

ein Buch beziehen, mit dem sie gut gearbeitet haben. Wir glauben auch,

da8 Herr Grieaal'die Bekidmpfung dieser Empfehlungen fir notwendig hal-

ten wird und daher Verstindnis fiir unser Verfahren haben kann. '

TEIL I In welchen Rahmen sollte sich die

Analysis auf der Schule bewegen?

Hier sind eine Reihe ganz verschiedener Antworten miglich, die auch
von dem Anspruchsniveau abhingen, das man stellen méchte. Ehe wir
dazu einige Vorschlige machen, stellen wir fest:

Fir die Schule steht die Bedeutung der Begriffe

f Ableitung und Integral weit iiber dem Stetigkeits-
begriff.

Zur Erliuterung erinnern wir an einige historische Tatsachen.

§Eu wird s;ch nicht um logische oder mathematische Spitzfindigkeiten
handeln, jeder Lehrer wird unsere Analyse nachvollziehen kénnen.

Wo die Empfehlungen vom Griesel abweichen, geben sie nur diesen
"schwierigen Siitzen" eine griBere Bedeutung und machen die Fehler
um so gravierender.
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Der Funktionsbegriff wurde entwickelt, um zur Beschreibung
physikalischer Bewegungsvorginge ein nathematisches Modell

zu haben. Die nmeisten physikalischen Bewegungen sind nicht
linear, so daB nicht unmittelbar kler war, was die Geschwindig-
keit sein sollte. Differenzierbare Funkitionen wurden ein=
gefiihrt, weil man siec im Kleinen als'linear ansehen konnte,
so do3 ein sinnvoller Geschwindigkeitsbegriff definierbar
wurde. (Das ist eine auBerordentlich typische Situation:
Auﬂernathenaqische Objekte werden durch ein mathematisches
Modell teschrieben; das Modell ist leider sehr kompliziert,
also nul man versuchen, wesentliche Aspekte mit einfacheren
mathenatischen Begriffen zu beschreiben.) Die Differential-
und Integralrechaoung entwickelte siech dann innerhalb von etwa
150 Jahren zu einer eindrucksvollen und bei Anwendungmerfolg-
reichen Theorie, bevor es erst um 1850 gelang, eine {unaere
heutige) pridzise Stetigkeitsdefinition zu geben. (Die Stetig-
Keitsmotivierer sollten das immer vor Augen haben,)

DaB diese Entwicklung nmdglich war, lieg%t unter anderem daran,
daB die Differentialrechnung der algebraischen Funktionen
unabhéngig von Grenzwertbegriffen ist. Aulderden hat Laugwitz
g=zeigt, dald schon die aller undeutlichsten Vorstellungen davon,

vas stetig "

heiflen soll, notwendig zu dem Kelkil der
Differentialrechnung fiihren, den wir alle kennen! (" Ist
Differentislrechnung ohne Grenzwert miglich? " Reprint Nr. 58,
Darmstadt 1973 .)=In jenen ersten 150 Jahren trat das (fir
den Erfolg) wesentliche auch viel klarer hervor als in der
heutigen Schulmatheratik: Die Differentialrechnung handelt

davon, komplizierte Funktionen mit Hilfe linearer Funktionen

zu untersuchen. (Dieser Meinung ist auch Griesel, Vorwort S. T;
vor den im Vergleich zu den tatsichlich behandelten Sitzen

hernlosen Konsequenzen schreckteer aber zuriick.)

lHichts derartiges 1d8t sich iber den Stetigkeitsbegriff sagen.

Die Stetigkeitsdefinition ist eine rein technische innermathe-
matische Angelegenheit. Was eine stetige Raumkurve ist, hat

man erst 1880 aus Peanos Beispiel gelernt; zum Vergleich: GauB
177T = 1855. Fiir die Theorie der stetigen Funktionen{ohne weitere
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Voraussetzungen) gibt es keine auBermathenatischen Anwendungan
und keinen entwickelten Kalkiil., Die Stetigkeitsdefinition ist

trotz aller € -8 = Streifen eine ihrem Wesen nach formale und

unanschauliche Definition, weil es sich darun huﬁdelt. die

Allgemeingiiltigkeit eines Verfahrens einzusehen. (Zu iﬁgEE E£>0
gibt es ein >0, so dad ..., bzw. einn{f), so daB...~nicht nur
fir die endlich vielen £, fiir die Zahlenbeispiele oder Zeich-
nungen vorgefiihrt werden kdnmen.) SchlieBlich ist es ganz ein-
tach nicht wehr, daB man sich die Graphen stetiger Funktionen
oder gar stetige Kurven vorstellen kann - wer dieser Meinung
ist, hat (zum Gliick ?7) den naiven Stetigkeitsbegriff von Leibniz
und Newton, der nichts mit der klessischen Definition zu tun
hat. (Schwaonwerk S. 167: Eine Funktion ist stetig, wecn der
Funktionsgraph eine nirgends unterbrochene Linie istlll)
ffiemand auBer spiteren Mathematikern wird je dem Stetigkeits-
begriff begegnen, und niemand bekommt schon auf der Schule die
richtige Intuition zu diesem Begriff, z.B. weil die Funktionen,
die zeigen, wie unangenehm die Stetigkeitsdefinition ist, gar

nicht erklirt werden kSanen.

Diese hlatorxacnen Tatsachen sind eine Bestdtigung unserer ‘Ansicht, das
das Thema htetlgxeit und deren Zusamnenspiel mit der Vollsténdigkeit der
reellen Zahlen"nicht auf die Schule gehdrs.

Da wir jedoch nicht annehren, daf wir

Jeden Leser davon iiberzeugt haben, werden wir bei den nun folgenden
Vorschlégen die verschiedenen klassischen Varianten des Aufbaus

de:‘&nalysis auf der Schule beriicksichtigen. Unsere Absicht ist

es, verschiedene Skelette fiir einen solchen Aufbau anzugecben;

vir beschrinken uns darauf zu sagen, in welcher Reihenfolge die

wesentlichen Definitionen und die schwierigen Sitze gebracht

verden kdnnen und welche Konsequenzen das io spdteren Aufbau hat.

(Wach unserer Durchsicht der Schulbuchliteratur scheint dafir
der priBte Bedarf zu bestehcn.) Wir verzichten darauf, auf einen

i den i’o-pf(h‘u.,u-
dritten Leistungskurs einzugehen [vorgeaehene Themeny Diffe-
rentialgleichungen, Taylorfornel].

Wir beurteilen den Stoff vie folgt: : LA

1. Sétze iiber stetige Funktionen singd nur in so weit von I“terefse.
wie der jeweilige Aufbau sie als Beweismittel bendtigt.

2. Die Differentiationsregeln ( [f'l'ﬂflts f"]’ bis (Fof)'= lF'of)'f')
fiihren nur das Berechnen der Ableitungen komplizierter Funktionen
auf einfachere zuriick, sonst nichts. Bei der Suche nach Anvendungen

der Differeatialrechnung auf diesem Niveau kann man daher keirne
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vesentlich erderen Probleme . 1dsen, als man schen bei guadra-
tischen Funktionen ohne Differentislrechaung l8sen xann,
(Extremvwertaufgaben hauptsichlich). - Disse Situation dndert
sich lUbrigens, wenn men statt Abbildungen f:R-bR auth Ab=
tildungen frﬂ-'ﬂ"' fﬂﬂ - w3 ("!Curven') betrechtew. Du die Be=
hanllurg kcaponentenweise geschieht, sind keizne gréleren
Kenntnisse der Dirrerentialrechnuné notwendig. Dafiir kana man
jetzt Anvendungen in der Physik besprechen, chne imzerzu mit
der Verwechsluang von Bahnmkurve und Graph der Abbilduag kdmpfen
zu nmiasen. Auch, da8 die Ableitung etwvas mit linearen Abbildungen
zu tun hat, ist inR’-in Gugensaetz znun !Rf—nicht nur niitzlich
sondern weit mehr: anscheulich (vgl. Leibniz und Newton).

3. Der ginzige Satz, der aus Eigenschaften der Ableitung auf
Eigenschaften der Funktion schlieft, ist der Mitteslwertsatz
der Di.ffarent.ialrech:u‘ux: fl;) - f(f} = f”({)‘{a-l"} , b€ ll',a)
und seine Korollare: ,h.o-} fnicht fallend, .

”r"wlsg ffg;(ﬂn) f hat ein lokales Extrenuz bei a.
Diese zuntrale Bedsutung des Mittelwertsatzes(die sich in seinen

Anvendungen auf die Theorie und suf die Praxis spiegelt) mud
cuf jeden Fall deutlich gemacht werden. Der Mittelwertsatz iet
fiir die Schule der am schwierigaten zugingliche Satz; er mub
iber den Maxinumsatz stetiger Punktiden bewiesen werden. Ein=-
facher und fir die Schule v8llig ausreichend ist:
meflaMud ey = mvta-r;gf’ta)—f’mi & h-la-ﬂ‘a'.'

Die beiden Korollare folgen auch hieraus.

4. Un den Definitionsbereich der Unkehrfunktion rseinur diffe=

reazierbaren monotonen Funktion f zu bestimmen, (wgdr—8v—t—oireny
A+fb—oben) bendtigt man den Zwischenwertsatz fir f.(dierfir
gibt es eipen sterk vereinfachten Beweis, falls man zusidtzlich

fd€m>0'uci5; dies ist in allen Anwendungen ouf der Schule der
Fall.)

5. Die Definition des Integrals und der Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechaung ist verantvortlich fir die
Leistungsfiahigkeit des Kalkiils., Dieses Thenma kann bei jeden
Aufbau befriedigend behondelt werden.

6. Die Vollsténdigkeit von R (z.B. Intervallschachtelungen)
und des Archimedes-Axiom verden zum Beweis von Grenzvertsitzen
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und Diffursatiantionsregeln nicht bsndtigt. Des Archinedes=

Axics iat(bei der E:h;nll:né_;:; Folgen unvermeidlich. Es
ist)gleichwerti daais, da3{f}cine hullfolge ist. Die Voll-
stindigkeit von R wird fir 3., 4., 5. bendtigt. Der Mittel-

wertsot: 3. wird mehr oder weniger stark in 5. bendtigt.

Die Bedeutung der Vollstindigkeit 138t sich am besten bei

der Integralrechnung erliutern. Die Existenz von Quadratwurzeln

ist wesantlick haralossr als die Vollstindigzeit. Schon Euklid

hat Gleiszhungen mit inkozzensurablea Streckenverhdlinissen

(@ie wir dureh Quadratwurzeln beschreiben wirden) bdehandelt. Er
kenate Quadratwurzeln so genan, wie er wollte, durch rationale
Zahlen approximieren. Das ist zu Beginn des Analysisunter-

richts sicherlich gut genug.

7. Es ist wichtig, die beim Aufbau cer Theorie benutzien Argumente auch bei
der Beaprechung von Meispielen zu verwenden. Es geht nicnt, daB bel der Be-
handlung von f-. log, exp, sin, cos an entscheidenden 5tellen Liocken blei-
pen, wihrend die bendtigten Arguzerte ofnrne Betenken zua Zeweis theoretiacher
Satze benutzt werden.

Folz=nde Entschueidungen ziissen getroffen werden:

1. Soll der Lehrgang nit Folgen oder Funktionen beginnen?

2, Wie frih und in welchem Unfang wvird die Vollsténdigkeit von R
busproch=al

3. Von welcher Stelle an sollen Xeine unbewicaenen Sitze mehr
vervendet werdenl

L, Wird das Integral vonm Problem des Flacheninhalts her oder

Uber die Uskehrung des Differenzierens eingefihri?

Wir beginnen nmit drei Vorschligen zur Differentialrechnung.
Die beiden ersten sind den mcisten Lehrern im wesentlichen ver-
traut, der dritte bringt die stirkstenVereinfachungen. An=

schlicBend bringen wir zwei Voraschlige zur Integralrechnung.

1. Ausgengspunkt Folgen

Der Grenzwertbegriff bei Folgen wird von denjenigen, die eher dynamische
Grenzwertvoratellungen haben ( n “gegen"e, x "gegen" a ), als wesentlich
einfacher ezpfunden als der Grenzwert bel Funktionen. Daher ist dieser
Ausgangspunkt verbreitet. Es gibt keinen sachlichen (oder didaktischen)
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Grund, das Axiom von der Intervallschachtelung gleich zu Anfang auftreten

zu lassen - womdglich als "von der Mittelatufe bekannt". Die Grenzwertde-
finition, die Sitze iiber Summe,-Produkt usw. von Grenzwerten, die Konver=-
genz der zundchst auftretenden Beispiele ({ &}, {G'qn} und daraus abge-
leitete) haben nichts mit Intervallschachtelungen zu tun. Wer exakt sein
will, sollte nicht stillschweigend unterachlagen, daB das Archimedes-Axiom
fiir die Konvergenzbeweise bei diesen Beispielen gebraucht wird. Das ist
keine gravierende Forderung, denn man kann es in der Form aussprechen
"{%}1st eine Nullfol;e"! Darauf werden dann die ilbrigen Beispiele zuriick-
gefiinrt.~Wer den Folgen besonderes Gewicht verleihen will, wird jetzt (also
vor der Bespreéung von Funktionen) die Vollstindigkeit ansteuern; aber es
ist sinnlos, das Axiom von der Intervallschachtelung einzufiihren, wenn man
nicht auch Folgen mit nichtrationalem Grenzwert bringt, z.E. e V;'. -
{blicher Weise wird nun die Stetigkeitsdefinition auf die Konvergenz von
Folgen zurlickgefiihrt, und es werden die einschligigen Sdtze bewiesen. Spiter,
bei der eigentlich interessierenden Besprechung differenzierbarer Funktionen
wird denn nur duf weit zuriickliegende S&tze verwiesen. Ebensogut kann man
direkt definieren: "f heilbt differenzierbar bei & , wenn fiir jede gegen

a konvergente Folge {an} (an # a) die Folge der Sehnensteigungen konver-

81e7%, d.h. wann El%nl::zziél einen CGrenzwert besitzt".(DieaZurﬁck-
n

fiihren won Grenzwerten bei Funktionen auf Grenzwerte bei Folgen ist weit
veroreitet, obwohl viele Mathematiker die Formulierung "Flir jede gegen a
konvergente Folge {an} " nicht fiir intuitiv einfach halten und bézweifeln.
dal damit eine gute Intuition fiir das Verhalten von Funktionen gefdrdert wirdJ
Mit dieser Definition kénnen die Differentiationsregeln und die Bifferen-
zierbarkeit der algebraischen Funktionen gezeigt werden, ohne die.Vollstin-
digkeit oder Sdtze ilber stetige Funktionen zu benutzen. Man kann z.B. bei
Griesel nachlesen, dad in der Tat kein nennenswerter Gebrauch davon ge-
macht wird. - Die Differentialrechnung kann auf diese Weise wesentlich
friiher behandelt werden, auBerdem werden die Sitze lber differenzierbare
Funktionen an Ort und Stelle bewiesen und nicht auf weit zuriickliegende
Sdtze zuriickgefithrt. -- Wer die Vollstindigkeit nicht frithzeitig einfih-
ren will und wer = wie zur Zeit iiblich - die sorgfidltige Behandlung des
Mittelwertsatzes und der Umkehrfunktionen hinter die Integralrechnung ver-
schiebt, der kann (ohne nathematische Hindernisse.) warten, bis er bei

der Definition des Integrals zwangsldufig {iber die Vollstindigkeit reden
mul - und das nun auch ohne Motivationsschwierigkeiten kann. G

2. Ausgezgsounkt Funk

Wer bei= Grenzvertbez=griff no=hr éie Vorstellung ia Vordergrund
sieht,d23 zu jeder vorsslegten Ungleichung G, ~&[%E fnd’fuj'fm’hﬁ
eine Ungleichung gefunden werden muB, die éie erste impliziert,
also My nie) 2 [a~al<€ bzu, |xa]<d = |f1ﬂ‘f“”[ <£,

der wird keinen groflen Unterschied in derISchwiuzigkeit des
Crenzwertes bel Folgen und Fucktionen sehsn. Man kanon dann

der Physik und des interessanteren Stoffes wegen sofort mit
Funktionen beginoen und Folgen els Hilfsmittel betrachten, di=
spitestens beim Auftauchsn der Vollstidndigkeit, d.h. spitestens
bei der Integration, kurz behendelt werden niissen. Wie eben be-~
steht keine logische Notwendigkeit, die Stetigkeit einzufihren,
da man direkt definieren kann: " f heifit differcnzierbar bei a,

wenn der Diffsrenzenquotieat £ (x) - f{a) bei a einen Grenz=-
x - =&

veré m besitzt" ocder - logisch gleichwertig, mathenatisch und
physikalisch besser und leichier zu motivieren-wenn f sich bei

a gut linear approxinieren 1&8t, d.h. zu jedem £>03ibt. es ein 3)0,
so daB gilt Jy-a[<d = jflr}—(}"m+m-ir—v~)} | £4&-lx-al,

Da diese Iaplikation ohnehin der vwichtigste Teil der Diffe-
rentialrechnung ist, schadet es gar nichts, wenn man einen

Teil de> vielen eingesparten Zeit benutzt, um die hierdurch
ausgedriickte Eigenschaft von f genauer sa Hard von Beispielen
zu besprechen, als das zur Zeit geschisht. (Im Schwannwerk
liegt die Betonung ausschlieBlich auf denm Beweis allgemsiner
Sitze.) Wie im eraten Vorschlag folgen die Differentietions-
regeln und die Differenzierbarkeit der algebraischen Funktionen
chne die Vollsténdigkeit. - Ubrigens ergibt sich in diesen Auf-
bau die gleichmidBige Approximierbarkeit der algebraischen
Funktionen durch Treppenfunktionen gleich ausoV:§¥E;$:?::; nit.
&n Prinzip gilt das auch fiir den ersten Vorschlag; da dort
Jjedoch die neisten Bewesise iiblicher Weise indirekt gafithrt
werden, wird men prakXtisch bei der Approximation dureh Treppen-

funktionen mehr MHiihe habenJ

Wir wiedarholzn: Man erhilt den Kalkil der Differentialrechnung
(d.h. ohne die schwierigen Sétze) ohne die Vollstindigkeit zu
benutzen und im zveiten Fell auck ohne das Archinedes-Axion.

L]
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3. Veraicht auf den klassisclien Urenzwertbegriff.

Jisser Vorschlag ist fiir all die interessant, die aus den vielen !iB-
erfolgen mit deu klassischen Grenzwertbegriff cdie Konsequenz ziehen
wollen, ihn ganz zu vermeiden. ilan kann entweder mit Folgen beginnen,
tetrachtet aber nﬁr geometrisch konvergente Folgen, d.h. " Es gibt
0&q<1 sodad firallens® : |a_- 2| conat-q™ ” (2.B. Dezi-
malbrﬁchejq = %3 )., Ceometrische Konvergenz ist so bequen, daB die
Beweise der Grenzwertsitze vb5llig harmlos werden. Geometrische Konver=-
genz genligt zur ZBeschreibung der Vollstindigkeit von R in allen vor=-
koooenden EZxistenzbeweisen (einschlieﬂlich Bolzano-Weieratrad, falls
man ihn nicht lsssen kann), Man bendtigt das Archimedes Axiom, um zu
zeigen, daB eine Folge hdchstens gegen einen Grenzwert geometrisch

konvergent sein kann.

Wie eben kann man die Behandlung der Folgen verschieben, bis man sie
bei der Integration zur Erkldrung der Vollstiéndigkeit braucht. Alle
auf der Schule und in Anwendungen vorkommenden Funk%ticonen verhalten
sich ninlich weit besser als typischestetige Funktionen. Es 148t sich

2.8, iomer leicht die folgende anschauliche f!] Eigenschaft beweisen:
[£(y) - £(x)] & conate]y -x| fir alle x, y sfn,yj )

(Ausnahnen wieﬂﬂ-f;q bei a = O kommen ?or!)

A . ly =x1 1. N

Ein Beispiel 1 li}? - f;:‘ - T £ T [y x’ mijge stell=-
vertretend zeigen, daB sich die auftretenden Konatantan praktiach
senr leicht berechnen lassen. £- § - Implikationen koamen nicht vor.

Fir diese Lipschitzstetigen Funktionen sind die Beweise der iiblichen
vitze weit einfacher als im klassischen Fall:
Beispiele: f ist beschrédnkt:

wegen |£(x)] = |£(x) - £(a) + £(2)] £ const-|x - a] + |£(a)]
§ conste]b - a| + [£(a)]

(Ohne Yollstindigkeit ! )

Fo f- 1st Lipachitz-stetig, falls F und f ea sind:
wegen ,For(y} - Fér(x)f £ const(F)-|r(y) - £(x)l
& const(F)-conat(f)]y - x| .

-
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Verschirft man nun auch die Diffrrenzierbarkeitsbadinsunien bei a zu

fiir x,a € fC,bJ A

- m] £ const-|x - a] ;

[£(x) - (£(a) + mn-(x - a)) | & const-|x - a[z
,f!x[ = fja]

(oder logisch gleichwertig: e

m heiBt auch f'(a) )

80 bekommt man dhnlich einfache Beweise aller Differentia-ticnsregeln
und natiirlich auch die Jifferenzierbarkeit der algebraischen Funktionen-
ohne Vollstindigkeit.

Ganz hesonders haben wir hervar:

Der abgeschwichte Mittelwersatz, also

SR EIE R RO RE
x§{y
folgt fir die hier betrachteten Punktionen ohne die Vollstéindigkeit
allein aus dem Archimedes - Axiom: g
Betrachte g : g(x)i= £f(x) - M*x , also g' £ 0.
Wir haben zu zeigen gly) - g(x) £ 0
Teile des Intervall [x,y] in n gleiche Teile, und benutze
fiir jedes Teilintervall (die Konstante h#ngt nur vonfa,ﬂ ab)

2
[8(xq) = (B(x) + &8 () (x,y = (D & conate(x g - x)°
Es folgt wegen g' ¢ 0 E
2
aly) - 2(x) £ n-const- 13-5551— = % ~conat-(y - x)z =
n

Dies gilt fir jedes n, also nach Archimedes g(y) - g(x) £ 0.

Ende des Eewgiaes !
; "
Dies ist besonders wichtig, da das Xorollar e 20 =% [ = const. sich

in der Integralrechaung kaum ungehen 1iBt. - Die Vollstindigkeit empfeh=-
h'nfd.wllm Gadanddl 1ov dom TunAfeeran
Egn wir, be%kdc- Integration zu besprechen,¥Die Unkehrfunktionen und
Y ml"b L
er vereinrachtgPZuischenwettaatz (s.0. 5.) folgen anachlieBend.

Y$ieht man davon ab, daB man die Einfiihrunz des Irtegrals an den bis-

herigen Aufbau arpassen —ull, so besteher in jeden Fall nrindesatens zwel

wesentlich verschiedene Miglichkeiten.

Zrstens. Ausgangspunkt ist das Problem des Flicheninhalts krummlinig
begrenzter Figuren, z.B. {(x,¥); a £ x { b, 0§ y & £(x)} . Damn

approximiert man die vorgelegte Funiktion f durch Treppenfunktionen.

(Das ist, auch wenn I nur stetig ist, bedeutend leichier als der Jeweis

der Intervalladditivitdt bei CGriesel, II S. 335-35; diese Schwierig-
keiten rithran daher, da8 der prazise Ungang nit oberen firenzen

mehr logische Sorgfalt erfordert ala andere Vollstiindigkeitsformulie-
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rungen.) I: Yirhlick esuf die angastrebien Anwandungen geniizt es,

*isgghitn-atasige Tunztionsn (z.3. stetig differanziertare) zu in-

t2orier cipr diese ist die Approximation durch Treppenfurktionen vor

oben und unten uffensiuhtlich!

Nizlich: Fur x,ye [asb] sei |f(y) =~ c(x)| { L)y - x| .
weiter sei a = x < x, <aewr Cx = b g0 da.aka - xk-1)<£{"£

(Archimedes ! ),
X, = x

X, + X !
Setze 1 T(x)i= r(__e.,z_u) + Le i_a_k’. fir x & (x,_yr%,)
X, + X e "Fieoq
k k=1 ) - Lt )
t(x)= £( 5 2 fir x e(xk”1,xk)

Dann gilt t(x) € £(x) & T(x) £ t(x) +E.

Auferdem halbiert aich der Fehler der Aporoximation bei Halbierung der

Onterteilungsintervalle, so daB die teiden Folgen der Integrale der Unter-
treppen bzw, der Obertreppen eine geometrische Intervallschachtelung
bilden, d.h. die Intervallbreiten sind £ const-2™" | Da; erndglicht

die Definition des Integrals und fiihrt von der Sache her dazu, iiber

die Vollstiindigkeit von & und ihre Dedeutung zu sprechen.

Lirearitiit, Monotonie und Intervalladditivitidt werden durch Approxi=-
mation auf Sétze liber endliche Suonen zurlickgefihrt. Diese Einfiihrung

ist unebhiingis von der Differentialrechrung, so daB der Hauptsatz der

Differential - und Integralrechnung als auderordentliches ilesultat

erscheint. Die Integrationsregeln folgen als Anwendungen. =~ Will

man sich nicht auf die Integration von Treppenfunktionen und Lipschitz-
stetigen Funktionen beschrinken, sondern stetize Funktionen integrie-
ren, so kommt nan nicht ohne weiteres mit geometrisch konvergenten Folgen
eus; man henﬁtigt[dla kléosische Konvergenzdefinition adep)den Satz von
der oberen Grenze. Zine Rechtfertigung fiir die Schule scheint nicht zu
existieren, denn wer wird je schlechtere als Lipschitu-stetige Funk-

tionen integrieren?

Lie zweite Einfilhrung des Integrals beginnt nit der Frage nach der Ua-

kehrung der Differentiation. Man nennt F Stammfunktion von f falls F' = f,
Ler wichtigste nichttriviale Satz ist: Zwei Stammfunktionen F, G von f
unterscheiden sich um eine Konstante - weil (? -G )" = 0. Wir betonen mit

¥eechdruck {weil das aus der verbreiteten Darstellung CGriesels nicht her-
vorgeht), daB dieser Aufbau entscheicdend auf dem ¥orollar " f'=)= f= const

zun Jiittelwertsatz der Differentialrechnung beruht. Man erhilt dann eine
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Theorie von der Umkehrurg der Differentiatiom, diec eindrucisvoll aus-
sieiit,(z.8. mit partieller Integration), bis vielleicht ein Schiiler

die Frage stellt, welche (wieviele) Funktionen denn eigentlich Staan-

funktionen besitzen. Dann ouB man also Stanmfunktionen zu konstruieren

versuchen. Die nun schon vorhandenen Integrationsregeln, insbesondere
die Monotoniesiitze (f £ g a F{0) = G(0)» F £ G ) fiihren dazu,den
Flicheninhalt unter dem Graphen von f flir einen Kendidaten einer Stamm-
funktion zu halten. (An dieser Stélle ist die Motivation in Griesel noch
sehr verbesserungsbediirftig), Nun wird das Integral wie im eraten Vor-
schlag definiert. Bei diesem Aufbau gilt der Hauptsatz der Differen-
tial - und Integralrechnung nach Definition; der Hauptsatz dieser Theo-

rie ist, dal unerwartet viele Funktionen Stammfunktionen besitzen!

(statt liber die Approximation durch Trepperfunktionen kann das Unter-
integral als Supreaum aller Integrale von Untertreppen defliniert werden,
ohne Riicksicht auf die Approximationseigenschaften der Treppenfunktionen.
Entaprechend das Oberintegral. Jeder Lehrer nige an lland des Griesel und
ungerer Kritik dngh:%elhst entscheiden, oﬂ er sich und seinen Schiilern

das  zutraut.)

Zusanmenfassend stellen wir fest: Wir naben wenigstens einen Aufbau

der Analysis angegeben, der die Schwierigkeiten der klassischen Ste-
tigkeits - und Grenzwertdefinition villig vermeidct und dochk alle wich-
tigen Sitze zu erreichen gestattet, indem er sich auf Lipschitzstetige

Funktionen#eschrankt. Uir haben nehrere Moglichkeiten anjegeben, in

die Analysis einzusteigen, ohne sich mit den achwivrigen Stetigkeits-

-

siitzen und Vollstdndigkeitafragen gleich az Anfang herumschlagen zu

mﬁssen; Insbesondere haber wir hervorgehoten, dal die Vollstindigkeit

mit den Anféngen der Differentialrechnung nichts zu tun hat und daher
erst zE\Eehandelt werden braucht, wenn Probleme des Unterrichts von
allein zu ihr filhren. (Die Schiiler verIiigen dann iiber mehr Houtine

als am "Ende der Mittelstufe” !) Unbeantwortet gelassen haben wir die
Behandlung des klassischen Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
und des Zwischenwertsatzes fir stetige Funktionen. Diese Sitze kén-
nen nicht anders als z.B. mit dem in den Anfangervorlesunpgen {iblichen
Aufwand bewiesen werden und gehdéren daher nicht in einen ersten oder
zweiten Leistungskurs. Die entstehenden Liicken - wenn man so vorgeht -
in Aufbau oufl man dann bewuBt in Kaul nehmen - leider ohne den Schii-
lern die Probleme wirklich klar machen zu kinnen.

Merke: Vor der Auswahl dieser Méglichkeiten ist es unverantwortlich,im
Grundkurs AI ein halbes Jahr lang (nach demselben Stoffplan wie im
Le;atungakura) nutzlose Stetigkeit zu machen. )
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Wir hoffen, da3 undere Leser an dieser Stelle einen einigermafien deutlichen
Eindruck von unseren Vorstellungen zur Analysis haben.Insbesondere sollte
daraus hervorgehen, dal es unndtig ist, die Aralysis auf der Schule auf dem
Stetigkeitsbegriff aufzubauen. =-- Wir koonen nun auf unser eigentliches

Anliegen zuriick, wir wollen begriinden, da? es nicht nur nicht nétig, sondern

gogar verhingnisvoll ist, die Schulanalysis auf dem Stetigkeitsbegriff auf-

Bitte erinnern Sie sich im folgenden daran, daB8 es sich nicht darum handelt,
Herrn Griesel.Fehler nachzuweisen. Vielmehr mdchten wir all die Lehrer an-
sprechen, die diese Fehler auch gemacht haben (oder diese Klippen ganz ver-

mieden haben), ua ihnen dramatisch wor Augen zu filhren, wohin diese Empfeh-
‘lungen sie bringen.

These zur Analysis

Folgt man dem Stoffplan {mit Literaturangaben) der Empfehlungen,so wird
in Zukunft gelehrt werden:

Die schwierigen Sidtze der Analysis sind nicht einmal fir die
einfachsten Anwendungen niitzlich; auch im Aufbau der Theorie
sind sie Verweisen auf die unmittelbare Anschauung hoffnunge-

los unterlegen.

Dabei meinen wir mit schwierigen Sdtzen diejenigen, die die Volstdndigkeit
von R wesentlich benutzen.

Noch eine Vorbemerkung. Griesel hat sich dafiir entschieden, das Axiom von
der Intérvallschachtelung an den Anfang zu stellen und das Archimedes-

Axioa ("[%}lst Nullfolge") an das Ende des zweiten Bandes zu verschieben.
Wir sehen keinen Grund fiir dieses Vorgehen; sowohl der intuitive Gehalt des
Archimedes-Axions ("es hdngt nur von den ersten, nicht den unendlich vielen
letzten Dezimalstellen ab") alse auch seine Anvendung in Beweiser (“Vergleich
von anderen Nullfolgen mit {4 }") ist wesentlich harmloser als beim Voll-
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stiindigkeitsaxion. Da die explizite Erwidhnung jenes Axioms bisher selten
ist, heben wir im folgenden hervor, wo es benutzt wird. Wir hoffen, dall
diese Zusatzinformation unsere Leser nicht davon ablenken wird, hauptsidch-

lich das Vollstindigkeitsaxiom und seine Vérwendung im Auge zu behalten.

Auf der vierten Textseite des Griesel (I,5.13) wird der Satz von
der Intervillsenachtelung ohne irgendeinen Fomomentar als von der Mittel-

stufe Lekaant aufgefikrt, Damit steht die Vollatdndigkeit der reellen
Zahlen in vollem Uafanz zur Verfiligung. (4uf den niichsten 24 Seiten werden
Seite 37 folgt die

»nd nur zwei Seiten weiter wird der Satz

der Funkiions - und der Folgenbeygriff eingeiibt.) kul
Grenzwertdefinition bei Folgen

vor Bnlzano = Weierstral : * Eine beschrinkte unendliche Zahlenfolge be-

sitzt mindestens einen idufungspunkt " bewiesen. Da8 dieser Satz bereita
eines der griibsten Ceachiitze der Analysis ist, wird bis =un Fnde des ganzen
Lehrganses nisht deutlich. Dem Beweis des Holzano - Weierstral geht kein
einziger Konvergenzbeweis einer konkreten Folge voraus, obwohl natiirlich
wesentlich benutzt wird, da8 { (b-a)-2" } eine liullfolge ist! Wir danken

fiir den Hznuaia. daB der Konvergenzbeweis von {q }au‘ 5.41 als Aufgabe 6e¢

gestellt wird; aber wir bezweifeln, daB das geniigt, denn z.B. im Schwann-
werk wird die geometrische Reihe bzw. Folge auch nicht gerade konsequent

behandelt: Das Archimedes-Axiom wird auf S.46 genannt,
aber an keiner benstigten Stelle (8.67, 5.7) )zitiert. Das ersie Halbie-

_runsa—verf;ﬁrgatﬂtebt aul $.64, dic Konvergenzabschitzung der geomatrischen

Reihe wird euf 5.109 nit der nicht in dieser Prdzision zur Verfigung
stehenden Logarithmuafunktion beylesen - statt nmit der auf §5.33 als niitzlich
hiﬁgastullten aber bisher nicht benutzten Bernoullischen Ungleichung

(q) 31»!:'(--1)“E

Zwanztxﬁbeitan nach dem Bolzano-WeierstraB ( inzwischen sind Grenzwert -
und StatngtTts?gkggbiehcndelt)-lenen wir : " Sei a ¥ 0. Unter ya versteht
man diejenige nichtnegative Zahl, deren Juadrat a ist. Dad es wirklich

eine solcheZahl gibt, und nur eine, satzen wir als bekannt voraus. Bewei-

- Tatsédchlich wird die
Existenz von Quadratwurzeln als zweitletztes Resultat cdes zweiten 3andes

se hierfiir werden wir noch im Heft 0.2 erbringen."

bewiesen. (Danach kommt aur noch der Hittelwertsatz der Integralrechnung.)
Uorigens: Fir a % 1 kon=-

vergiert a, 1= a, 2 im E-(an + o/an) monoton fallend und rascher als

. Jeder Schiiler sieht ein, daB nmit a,

auch a/a eine Approximation fiir f;” ist und da3 f-‘ daa geonetrische
Mittel dieser beiden Niherungen iat. Das Iterationsverfahren berechnat statt

des geometrischen das arithmetiache Mittel. Wegen b—;- =-fb-C -.-z(r -y_)z

1 n+1
jede geometrische Reihe geger 1@
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jast die Xonvergenz schon von vornherein plauaibel. Wer Scherungen be-
bandelt hat, kernt zudem die Stéisung der Normalparabel ohne Differen=-
tialrechnung; die Iteration ist dann das Newtonsche Verfahren und die
Konvergenz ist wegen der Konvexitit der Parabel vor jeder Rechnung offen-
sichtlich,

-- Auch iz Schwannwerk fanden wir aufler (1 + %Jn ( 5. 112, ohne Beweis)
keine Folge, die etwas Neues liefert, d.h. einen nicht-rationalen Grenz-
wert hat. Quadratwurzeln werden ohne Konmentar benutzt.=-=- ) R
Wie kann man bei einem solchen Voegehen Schiiler davon iiberzeugen, daB die
Sitze der Analysis etwas taugen? Gibt es irgendeinen Grund, den Satz von
Bolzano-WeierstraB zu beweisen, wenn man 20 Seiten weiter vor Quadratwur-
zeln kapituliert? Gibt es irgend einen Crund, bei der Behanhlung von Fol- .
gen iiber die Vollstdndigkeit zu reden, wenn keine einzige Folge mit nicht-
rationalem Grenzwert auftritt? Warum eigentlich hat kein Lehrer Herrn Grie-
sel seine Bestirzung hieriiver mitgeteilt? - Die vierte Auflage ist in die-

sem Punkt unveréndert.

Griesel behandelt im ersten Band die tieferen Sitze iber stetige Funktio-
nen noch nicht;daher ist es richtig, wenn auf I,S.85 erklért wird, daB aus
f' > 0 die Monotonie von f noch nicht hergeleitet werden kann (dazu braucht
man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Zwanzig Seiten spiter ist
diese Vorsicht dahin(S.103): Bei den Umkehrfunktionen wird der Zwischenwert=
satz nicht erwdhnt. Aber ohne den Zwischenwertsatz weiB man nichts iiber den
Wertevorrat von f, also nichts liber den Definitionsbereich von f*; trotzdem
wird behauptet . "£(f*(x)) = £*(f(x)) = x fir x&D !" (4. Auflage!)

Wir haben uns nicht davon lberzeugen lassen kiénnen, daB dies nur ein harm-
loser Druckfehler ist. I:?ster}s wird an keiner Stelle des Lehrgangs im Zu-
sammenhang mit Umkehrfunktionen der Zwischenwertsatz oruéhnt,(und zweitens

wird auf I,5.105 derselbe Fehler in griBerer Allgemeinheit noch einmal ge-
machit: "Falls f: ReR eineindeutig ist (und darin ist ausdrilicklich nicht
enthalten, daf das Bild won [ ganz R ist, Definition 5.101), so gilt:

fof*af*of =i (i(x) = x fiir x€R)." - Matiirlich ist“fof* = i"i.a. rauch)

Ubrigens, der Zvischenwertsatz folgt sus des nua einen Band zuriick-
liegenden Satz von der Intervallacnhachtelung - unter Benutzung dea

Archimedes Axiozs - so : Sei f(a) < 0, £(b) > 0, betrachte f(%(a+b).

Ist £{{(a+b)) = 0, so hat man eine Nullstelle; ist f(i(asb)) > 0, so

setze & twa, b e i (a+b); ist £(3(a+b)) < O so setze a = §(a+b), b =b,
eniu wie im Haweils von Bolzano-WeierstraBl wird dies Verfahren wiecerholt;

es liefert dann entweder nach endlich vielen Schritten eine Nullstelle

oder ¢5 liefert (ait archimedes ! ) eine Intervallschachtelung [an.bn
oit £(a_) < 0, £(b_) > 0. Sei c die in allen Intervallen enthaltene

reelle Zahl ( 1.5.7351); es folgt lim a =c, lin bn = ¢ und aus der
Stetigkeit von f bei ¢ schlieflichi0 % lim f{a ) ="f(c) = lim.t(hn) > 0.
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--In Schwannwerk koamen inkehrfunktionen in der Differentialrechnung nicht

vor, gbwohl der Zwischenwertsatz behandalt wird!—-

Auf der dritten Textseite des zweiten Zandes (II,S.11) steht der Satz

von der ooeren Grenze : " Jede nach oben beschrirkte Menge (reeller Zah-

len) besitzt eine obere Grenze." "Wir entnehmen diesen Satz an dieser
Stelle der Anschauung, ohne auf seine Beweismglichkeit einzugehen. Dieser
sg anschaulich klare Satz hingt mit der sehr tief (!) liegenden Voll-
sténdizkeit der reellen Zahlen zusammen. Er wird falsch, wenn man anatel-
H 2
le von R die Menge @ zugrunde legt. 5o hat die Menge Ixi x- <2 } sane
keine rationale obere Grenze.” (Zitat Fnde erst hier!)
Schlipmer geht es kaum. Alles wa3 zun Eeweis den E?tzea von der oberen
Grenze witklich fehlt, ist dievVarchimedische Eigenschaft von R.
Damach berutzt man dieselde Beveistechnik wie beia Bolzano-Weierstral:
a sei keine opere Schranke, b seil obere Schranke; betrach?e §(a+b) .
Entweler ist =(a+t) keine obere Sclirankes, cdan: setue a i==la%y) , b1:- b;
oder s(e+b) it obere Schranke, dann setze a := a, b = z{a+b).
Durch“Wiederholungd entsteht eine Intervallacﬁnchtelung,deren Grenzwert
die kleinste obere Hchranke ist.
Natirlich, der Satz von der oberen Grenze ist iiber § in der Tat falsch.
Aber das gilt fiir &en einen Band zuriickliegenden Satz von der Intervall-
schachtelung und den Bolzano-Weierstrad (der ja bewiesen wurde!) auch.
Nein, wenn vor diesem Hintergrund jetzt plétzlich (und unter Hinweis auf
Quadratuurzeln) von der sehr tief liegenden Vollstindigkeit der reellen
Zehlen geredet wird, dann ist das vdllig verfehlt und eine massive Irre-
fiihrund von Schiilern und Learern. Wir ksrmen den Vorwurf zu polemiacher
Formulierungen fir diesen Kommentar nicht akzeptieren.
(éur Information unserer Leser: mit dem Satz von der oberen Grenze wird
gleichzeitig die Archimedische Eigenschaft von R eingefiinrt:

Denn man kann gie so folgern: Falls a € ®# von keirem n e O
ibertroffen wird, so ist a obere Schranke von (i. llach dem Satz he-
sitzt [ dann eire obere Grenze g, d.h. fir alle n € N ist n § g;
damit ist fiir alle n' = n = 1 auch n® + 1 £ 3 d.h. fir allen' € K
gilt: n' { g = 1 . Widerspruch, denn g sollte kleinste obere Schranke
sein.

Auf II, S.13 finden wir die erste Arwendung des Satzes von Bolzano-
WeierstraB (auBer einer FuBnote I, S.104) : Es wird richtiz bewie-
sen, da8 jede auf einem beschrinkten, abgeschlossensn Intervall ste-
tige Funktion nach oben und unten beschrinkt ist. X

Auf der nichsten Seite wird der Satz voa Maximun stetiger Funktionen

auf den unbewiesenen Satz von dar oberen Grenze zuriickgefithrt. Wir
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kritisieren hier nicht, dad ein unbewiesener Satz benutzt wird, wir kri-.
tisieren die unerkliirliche Auswahl der Beweise, die gebracht werden
und der Liicken, die gelassen werden. Z. B. wird die fiir die Schule
wichtigste Anwendung des lMaximuasatzes, der !MNittelwertsatz der Dif-

ferentialrechnung, wieder nicht bewiesen, obwohl sein ¥ehlen bereits
fir die wichtigste Liicke im ersten Band (I, 5.85: £' J O =pMonotonie
von £ ) versntwortlich ist, und obwohl die Integralrechnung bel CGriesel

auf nichts so entscheidend ruht wie auf dem Mittelwertsatz der Differen=
tialrechnung. Gewid, der Ma-ximumsatz wird auch in einem wichtigen

Differenzierbarkeitssatz benutzt (II,S.36, s.u.), tatsichlich jedoch be-
nutzt Griesel die Existenz des Maximums gar nicht, der Satz von der obe-

e

ren Grenze geniigte an dieser Stelle. Aber das ganze Konzept seiner Inte-
gralrechnung (ndmlich von Stammfunktionen augzugehen) hingt ohne den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung in der Luft, unnétiger Weise:

Deweis des"Mittelwertsatzes" f(b) - f(a) = £'(f)-(b - a) mit fe(a,b)s
Nach Abziehen einer linearen Punktion kann man f(a) = f(b) annehmen
und oul nen eine Nullstelle von ' in (a,h) finden. Entweder ist

f konstant, dann ist das trivial; oder Maximum und Minioum (Existenz
sesiche:t!) von f kénnen nicht beide = f(a) sein. An einem inneren
Maximum (Minimum) ist notwendig f' = 0, I, 5.85 .

Wir liberschlagen die Integralrechnung zunidchst.
£

Psnn, nach der Definition 1n x -j; 1 dy und der Formel 1n a® - n*ln a

lesen wir aut II, 5.48 1 " Die Logarithmusfunktion nimmt jede recelle
Zahl als Wert an." Eineinhalb Binde nach dem Satz von dar Intervall-

schachtelung urd dem Yeweis des Bolzanc-WeierstraB, wird hierfir ein
"Baweis" engeboten,in den statt der notwendigen Anwendung des nicht er-
wihnten Zwischenvertsatzes auf eine Zeichnung (!) verwiesen wird. Diese
Liicke wird in einer Fulinote erwihnt, der Beweis wird erst auf der finft-
letzten Seite gebracht. Ein sogenannter Stetikeitsbeweis der Sinusfunk-
tion ist schon auf I, $.58 gedruckt, aber noch Mitte des zweiten Bandes
werden vor dem Logarithzus, dem einfachstan denkbaren Anvendungsbeispiel
der Theorie, zugunsten einer Zaichnung die Waffen gestreckt: ’

-- Ia Schwannwerk wird der Logarithmus nicht behandelt. Beim Sinus wird
vie bei Uriesel ohne Kommentar (!) das Wort "BogenmaB" benutzt und

dann ein "Stetigkeitsbeweis" gefilhrt., --

Schlieflich wird an Ende (II, S.78) der oft benutzte Satz von der obe-
ren Crenze bawiesen. Aber obwohl die A-chimedische Eigenschaft genau
eina Seite vorher eingefithrt wurde (zum Konvergenzbeweis von {%] 1)
wird noch genau wie beim Beweis des Bolzano-WeierstraB stillschweigend
angenozmen, n-—»(b-a):2”" sei Kullfolge.
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Vermutlich hat mancher Leser an dieser Stelle vor lauter Einzelheiten
vergessen, warum wir diese Kritik schreiben; eine vorliZufige Fassung
hat sogar in einigen Féllen den Eindruck hervorgerufen, wic beanstande-
ten, da8l ein Lehrer sich auf die Anschauung zuriickzieht, wenn er den
Beweis eines Satzes seinen Schiilern nicht zuauten mdchte. (Wir erwarten
jedoch eine gewisse Konsequenz bei diesen didaktischen Entscheidungen.)
Daher wiederholen wir:

In den Empfehlungen wird fiir das Grund- und das Leistungsfach vorgeschla-
gen, die Analysis von den Vollstindigkeits- und Stetigkeitssdtzen her
aufzubauen; die angegebenen Zeitrahmen zeigen, del diese Vorschlige
bitter ernst gemeint sind. Das in den Empfehlungen zitierte Buch von
Griesel hat zwar etwas andere Intentionen, aber: Criesel beginnt git
dem Vollstindigkeitsaxiom, beweist als ersten Satz iiber Folgen den
Bolzano-WeierstraB, bringt alle schwierigen Sitze im laufenden Text

mit Ausnahme des Zwischenwertsatzes und des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung (diese beiden stehen in der Zusanmenfassurg am Schlud
von Band II). Er beweist einige dieser Sdtze, zitiert andere und ersetzt
die ausgelassenen durch Zeichnung oder Anschauung. Die unterrichtenden
Lehrer haben seine Behandlung offenbar nicht in nennenswertem Umfang
kritisiert - die vierte Auflage ist in diesen Punkten unverindert.

Aus diesen Grinden kann man aus unserer Analyse des Griesel eine Vor-
stellung davon bekonmen, was der Schule bevorsteht, wenn die Empfehlun-

gen verbindlich werden sollten.
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Einfiihrung des Integrals iiber Stammfunktionen

und Unterintegrale cohne gleichmiBige Stetigkeii - nach Griesel

(Mit dem Schwannwerk kann nicht verglichen werden, da dort die schwie=

rigen Punkte bewuBt verschoben werden.)

Diskussionen haben gezeigt, daB viele Lehrer iiber diese "Einfihrung
ohne gleichmdBige Stetigkeit" besonders begeistert sind. Bas liegt
daran, daB bei diesem Aufbau die entscheidenden Schwierigkeiten an
enderen Stellen liegen als sonst und dem Lehrer als schwierig be-
kannte Sdtze. plétzlich ganz einfache Beweise haben.

Unter der Uberschrift ™ Ein Satz iiber Staomfunktionen " (II, S.16)

wird der wichtigste Satz lber Stamomfunktionen formuliert:

Die Differenz von zvei Stzmmfunktionen von f ist eine Konstante.

Der "Beweis" ist eine klassische Bestidtigung unserer These zur Analysis.
Der Beweis ist falsch, Auf die Liick¢wird in eirer Anmerkung hingewie=
sen: " Wenn die Ableitung einer Funktion null ist, so ist diese Punk-
tion konstant. Dieser Setz ist bisher noch nicht bewiesen worden. Er

ist jedoch anschaulich ohne weiteres einleuchtend." Bitte nzachen Sie

sich klar: dies ist ein Satz, bei dem aus Eigenschalten der Ableitung

auf Eigeﬁschaf:en der Funktion geschlossen wird. Kein einziger Satz die-

ses Tyrs ist bisher hewiesen worden!! Spater wird die Integrierbar-

keit der stetigen Funktionen daraus hergeleitet - so viel leistet er!

Und coch - er ist "anschaulich klar". -- Dabei stehen alle henttigten "tief-

liegenden Eigenschaften won B" (Maxinumsatz) an dieser Stelle eébn Lereit.

Auf II, $.30 folgt die Definition des Unterintegrals mit Hilfe des

unbewiesenen Satzes von der oberen Crenze.

Auf IT, S.36 wird die Differenziertarkeit des Unterintegrals einer ste=-

tigen Funktion ( und daB die Ableitung den Integranden ergibt) auf den
vnvollstindig bewieseren Satz vom Meximum und Minipum stetiger Funke

tioren zuriickgefiihrt.

Wir betonen die Stellen im Aufbau, wo unbewiesene. Sitze benutzt wer-
den, besonders, damit der Leser sieht, was er sich durch den Ver-
zicht auf gleichmiBige Stetigkeit einhandelt. Uns ist kein Stetig-
keitsbeweis [ir eine auf der Schule besprochiene Funktion bekannt,
der nicht die gleichnd8ige Stetigkeit mitlieflert. Aulerdenm folgt die
Gleichnifige Stetigkeit aus dem Satz von Bolzano-Weierstrall ebenso
wie die Peschrinktheit der stetigen Fumictionen auf II, S.13 :

Sollte sich zu einem E> O kein &2 O mehr finden lassen, so gibt es
eben zwei Folgen [xn] . {yn] nit !xn-yn[ < o und ]f(xn)—r(yn)f 3E
(statt einer Folge mit lf(xn)l > n in Beschrénktheitsbeweis II, 5.13 j
hive wird in beiden Bewrisea das Archimedes Acitn benutzl ),
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I'ach Bolzeno-weiersiral haben die x_ einen HEufungspunkt x, der
natiirlich auch Hiulungspunkt der yn'iat. Die Stetigkeit von f bei x
widerspricht dann |f{x_)-o(r )| 2€ . - fat man die Stetigkeit mit
Folgen definiert, so dédeutetl gleichniliy stetig librigens: riir
Jjece Nullfolge §s } und jedes £ > O gibl es ein n(), so dab fiir
alle n » n(g) una®alle X nasf,t]  gilt [fx=a ) - £(x)] <€.

SchlieBlich folgt auf II, S5.37 :

" Stetige FPunktionen sind integrierbar.
2 (]

Der Beweis sieht faszinierend harmlos aus, weil er aufl den drei eben

aufgezidhlten Lickensidtzen beruht. Dabei ist die heimliche Benutzung des

Mittelwertsatzes der Differentialrechaung ( hier: f' = O =f = const.)
besonders gravierend.

Aber des ist noch nicht alles (II, $.39): " Fiir die Berechnung des
Riemann -~ Integrals ist es vorteilhaft, gewisse Eegeln zu verwenden,

die wir jetzt beweisen. Wir setzen hier die S te t igke it (von
uns gesperrt) der Funktion voraus.

Die Faktorenregel : c'fmecece ff

Bewais : Ist g eine S;i;mfunktii: von £, so gilt ...... .n (Zﬁaf Eﬂk)
Von Riemann-Integralen, von groer Allgemeinheit &lso, ist die Rede, eber

die wichtigste elementare Eigerschaft des Integrals, die Linearitét, wird

unter viel eingeschrinkteren Voraussetzungen bewiesen, und das auch noch
mit Hilfe eines nur "anschaulich einleuchtenden Satzes", des Mittelwert-
satzes der Differentialrechnung. Unabhéngig davon, wie man die Integral-
rechnung aufbaut (ob von Stammfunktionen her oder vom Flécheninhalt), die
Linearitit des Integrals sollte ohne EBenutzung der Differentialrechnung
bewlesen werden. (Das gilt auch fiir des Schwannwerk.) Dann kann man nimlich

die wjchtigste Ungleichung fiir Integrale:
n& f§M und a § x -—-% e (x=-a) {fxf(tJ dt & M- (x-a)
a

bei stetigem f als abgeschwiichten Mittelwertsatz fir F: F(x) = !fl £(t) dt
(wegen F' = f ) interpretieren! &

(Vorsicht, man kann damit nicht beweisen: "jede Stammfunktion von f un-
terscheidet sich von F um eine Konstante", weil man diesen Mittelwert-
satz nur fiir F und nicht fir "andere" Stammfunktionen bewiesen hat.)

Hach dieser Analyse eines den Empfehlungen zugfunde liegenden und
allgemein anerkannten Buches kann man ja wohl nur noch mit zynischen
Argumenten den Standpunkt vertreten, die Vorschldge der Empfehlurgen
seien fiir die Schule geeignet.

=
Wir erlauben uns schlie8lich, darauf hinzuweisen, daB Criesel ausgezeich-
net ohne den vorgeschlegenen Eingangskurs zurecht kommt. Die kritisierten
Mingel wiirden durch den Eingangskurs natiirlich nicht behoben.
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Wir haben bisher nur den Aufbau der Theorie kritisiert. Dabei ist
vielleicht achon Geutlich geworden, dnb mit der ganzen Thecrie

vihrenddessen viel zu venig gemacht wird. Es gehdrt such zu einer

guten pathenatischen Ausbildung, daB nan lernt, angemessene Mittel

einzusetzen. Davon kenn in den vorgeschlagenen Kursen keine Rede
sein., Wir heben gesagt bekommen, das Kurssytem sei bereits eine
heilige Xuh, mit der man werde leben zlssen. (Wir kennen nicht alle

rf-'o day Kurssystem
gumenteyhaben 1in

Argunenti zugunsten des Kurasytenﬂ.'hiﬂaktis:he A
Fnll der Mathenmatik keinerlei Uberzeugungskraft. Die sozislen Be=-
griindungen sind rur noch ldcherlich, venn man veiB, daB es Grund-
schulen gibt- (pindestens eine, in der lNihe eines der Verfasser),

in denen bereits in der ersten Klasse die Kinder in Leistungsgruppesn

eingeteilt werden.) Aber kein Mathematiker, der an Ezpfehlungen fir

solche Kurse nitarbeitet, darf vergessen, deB die Mathematik gerade

nicht eus leuter selbstindig lehrbaren Einheiten besteht. Mathematik

lernen heidt geradeczu: Verstchen, dafB dieselben Ideen an vielen

Stellen eine Rolle spielen, und deB Ideen, die keine Rolle spielen,

nichts taugen. Von dem ZeitverschleiB, der betrieben wird, weil Themen

wie Sphiarik oder Nichteuklidische Geometrie etwa ohne Kernntnis
euklidischer Bewvegungmwdes Ra behandelt verden, wollen wir hier gar
nicht reden. Wir niissen jedoch noch einige Worte {iber die anderen
Kurse sagen, in denen Analysis vorkonmnmt.

Der"Aufbeu des Zahlensysteas" (Leistuagskurs II.5) soll vohl in der

leuauflage der "Empfehlungen” fehlen. Gut. Der Kurs "Humerische und
graphische Methoden" bringt eine Reihe von Themen, die unter allen

Umstander in die Analysiskurse gehdren ( Wir hoben weifer oben Storr-

=inapnrungenB;;c£n15fmdie édas such ermdpglichen,.): Z.B. 1,2 Darstellung
einfacher Kurven und Fléchen in 33. 5.2 Interpolation (aber nicht

clle denkbaren Verfahrenl!!) und im Zusanmenhang damit: Humerischejdquﬂg
namlich havptsschlich:
—_

Integration interpolierter Funktionen. 2.k Hewtonsches Verfahren

zur Illustration der unglaudblichen Leistungsfahigkeit linearer Appro-
ximationen. (DaB das GauBsche Verfahren zum Lésen von linearen Glei-
chungssytenen hier vorkommt, charekterisiert nur die Kurse iiber
lineare Algebre.) Wenn nan die interessanten Teile dieses Kurses in
die Anulysis integriert, dann kann men ¢s auch vermeidea, Schiiler

in ihrem dritten Leistungskurs mit Funktionspapieren und lomographie
zu langweilen, wveil ein Kurs ein halbes Jahr lang sein muB.- Die
Versuchsausvertung inm weitesten Sinne kommt mit dem Kurs Statistik
und Wehrscheinlichkeitstheorie so schlecht wefdfrragen Sie mal Herrn
Engell), daB die kleinsten Quadrate auch nicht¥viel rausreiBen.

Der Leistungskurs "Informatik™ wird angekiindigt mit: "Der Schiiler .
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larnut erstzals an Stelle der bisher formal-ebstrakien Seéite

der Methematik, die édynamisch-konkr=%e kennen.”" - Vielen Dank Il

Aber wouran liegt das wohl 77 Den algorithmischen Teil und den
Progrenmierteil des Kurses werden Lehrer an Schulen pit Coxputer=-
enschlufl ohnehin benutzen, um die Anelysis lehendiger zu machen. =
Den Rest, vor allem Punkt 15 bis Punkt 22, empfehlen wir, im
Kollegium laut vorzulesen und ein Tonband mit der Reaktion an

das Kultusminésterium zu schicken.

Dzr Grundkurs "Xomplexe Zahlen" zeigt, wie schnell man zur Sache
konmer kann, wenn man den Eingangskurs nicht gehdrt hat. Aber:

" 5,3:Auf eine anelytische Behandlung der stereographischen

2 im Nenrner auftritt 17)

Projekticn wird verzichtet." (Weil 1 + r
Und: " 9:Dagegen erscheint ein Leh;gortrag mit vorbereiteten
Folien iiber die konforme Abbildung von Feldlinien, Aguipotential-
linien, Strémungsbildern von komplizierteren auf einfachere
geonetrische Verhdltnisse und Hinweis auf die Invarianz der
Laplaoceschen Gleichung ndglich." Uns fehlen die Vorte.

Den Kurs " Wirtscheftsoathematik" schlagen wir vor, in die Auf-

gabensennluag zur Bruchrechnusng und zur Analysis aufzunehmen.
Die Grundkurse Analysis B I, B II sind zu vage, um sie zu

komumentieren.

Wir fordern:

Die Kursvorschlidge fiir die Sekundarstufe II miissen mit
! wiel mehr Zeit- und Arbeitsaufwand und mit viel mehr

porgfiltiger Detailarbeit vorbereitet werden.
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Details: GECMETRIZ

"Zine Wissenschalt kann ihr Sach-
geblet immer nur bis auf eine iso-
morphe Abbildung festlegen. Ins=
besondere verhalt sie sich gegen-
iiber dem '"Wesen' ihrer Cbjekte
ganz indifferent. Jas, was die
wirklichen Reumpunkte von Zahlen-
tripeln oder anderen Interpreta-
tionen der Ceozeirie unterscheidet,
kann nan nur ke nnen in un-
mittelbarer lebendiger Anschauung.
Aber das Schauen ist nicht selige
Ruhe in sich, aus der es nierals
herauszutreten vernichie, sondern
dringt fort zum Zwiespalt und Veg-
nisderErkenntnis;
Schwiiroerei eter ist es, von der

Zrkenntnis zu erwarten, calb sie ein

tieferes Wesen els das der Anschauung

.offer. daliegende - der Anschauung ent-

hille."
1. Veyl

B EEEENCEEEsEEETESSES S

"Geozetry is eadangered by dogmatic
ideas on mathematical rigor. They
express themselves in two different
wayc: absorbing geoxzetry in e systez
of matnematic: as linear alpebra,
or strangulating it by rigid sxiomatics.
So it is not cne déevil cenmcing
geometry. There are two.
Tre escape that is lefi, is the deep
sea. It is & safe escape if you have
learned swimzing. In fact, that is
the ®ay geometry should be taught,
just like awizming."

H. Freudenthal

"Ein Mecdell - rag ez run ausgefihrt und engeschaut

oder nur lednaft vorgestellt sein - ist fir die

Ceczetrie nicht ein Kittel zuz Zwecke sondern die

Sache selbst."

P, Klein
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TeIL I + Xritik des Ceometriekonzepts der Enpfehlungen

Eine ganze Reihe von Kursen in den Ewpfehlungen befaseen sich mit geometriscien

Themens
11.4 Lineare Algebra und Analytische Geometrie,

1I.6 Synthetische Abbildungezeometrie,
11.7 Analytische Abbildungsgeometrie,
(11.9 Algebraicche Strukturen),

11.12 Grundingen der Mathematik,

I111.2 Lineares Optimieren,

1I1.3  Sphiirik,

(111.4 Fomplexe Zahlen),

111.6 MNichteuxlidische Geometrie,

IV.6  Vekterielle lineare analytische Geometrie und lin.Alg.,
(1v.9 Gruppentheorie),

1V.10 Endliche Geometrien.

(Die reklanmerten rurse greifen nur zum Teil auf Geometriscnes zuriick, sie

worien im folgenden stets in Klammern zitiert. Xurs IV.10 soll ir der heuauflls;e
der Empfehlungen nur noch unnpezifiziert neoen den Themen "geomelrische
Topologie"” und "Uarstellende Ceometrie” nls Vorachlag erscheinen, wir werden

inn slso im felgenden nicht berﬁnksichtigen.)

In der Zahl der Furse zur Geometrie scheint nun lteraus viel Geonetrie emplohien
7u werden. Allerdings iot nicht ein einziger Georetrierurs bislang obligatorisch.
Dazu komnt, daB einige dieser Kurse in praxi entfallen werden, weil weger aus-
reichﬁnd vi»]alhthrer noch Scniller zmur Verfisuwmg etenen dii:fien, um cas volle
Angelot sufrecht erhmlien zu konnen. Wir sind der Ansicht, dal wenigutens ein
Gecnetriekurs zur Pflicht gemacht werden sollte - allerdings kelner von gen Bn=

gebctenen. Dies wollen wir im folgenden erliutern. Zunichsi einige Tabellen:

ThB.1: Gtoifiibersicht zu den 6(3) Gecmetrieikursen

ftoffgebiet Woehien insgen, Kurse insges
Grundlagenfragen,Delinitoriscnes,Axiomatik, (
Strukturelles (incl.Wotivation) ca. 74(37) 70)
Geometrischer Kalkil (Cerad.- u. Eb.- Glchgn) ca. 56(6) 7 (2)

Geometr.Figuren (incl.Beschreibung;onne
. Richieuklidisches)

Beziehungen zu anderen Gebieten ca. B(5) 5 (1)
Sonstiges ca. (2)* (1)
ca. 148(51) 8 (3)

® =usitzl.zeiil.undefinierter Vorschlag

ca. 16(1) * 4 (1)

Gesamt Geometrisches




TaR.2: inrtalt der nu—se, olnme solches an Axiomen,Definiticnen bzw.iiru'.turen,

das

rech Einfiihrung nicht angewandt wird

“urs

ne

The

I11.4/1V.6
II1.6

II.7

11.9/1V.9
1I1.12/111.6
1T1.2

III.3

I1I.4

Char.Basis Vektorr., Lin.Gl'syst.(n=3), Oeri.den-,Sbenengl.,5traklen-
siitze, Schwerpunktsdtze, Cauchy-Schwarz-,Dreiecksungl., Pythagoras,
Sin-,Cos-Satz, Thales, Trigen.Additionstheoreme.

Aufg.=.Ge-radenspiegelung,Drehung, Streckung,ete.,

Pransl.ala Produkt von Spiegelungen, Reduktionssitze,Invarianz des DV

(alles chne Rechnungen in der Ctene).
f.Kreis,Kugel,Tengente,Pole,Polare,

Produkt v.Determinanten (n=2),Reng-Determinante(n=2), Flichenma8

unter Affinithit, affine Invar.({Geraden,Parall.,TV), 3estimatheit durch

drei Pte.,Reduktion v.XAhnlichkeiten(n=2),Fixwengen,R=duktion von
Kengruenzen, (Kegelschnitte).(Gesamidauer: ca.26 Vochen!)

Satz v.Lagrange,fememorphiesats f.Gruppen,Gruppensystematik bis Ord.ilo,
Wurzeledjunktion,Ringerveiterung.

Trugschliisse,Dualitét proj.Inzidenzexioze,Reduktion hyperbol.Abbildunge
hyperbol. und ellipt.Grundkonstr.

Turchschnitt konvexer Nengen, lin.Opt.(n=2),graphische Verf.,
Baupisatz der lin.Opt.,Eckpte.,Simplexverf.,duale Aulg.,lax-Prinzip,
Algorithmus-Aufbereitung.

Winkelsumze,Berechnungen,S5in-,Cos~-Satz az ebenen und sphir.Dreieck,
Aufg. aus Erd- und Himzelskunde.

Kérpererw.,trigon.Darst.kompl.Z., stereogr.?roj.,lin.und rat.Funkt.,
Ausblick aui Konformes.

TaB.3: Erkl

iirte Lernzieie (laut "Zielsetzungen" und “Erléuterunger") uné dazu

geplanter Zeitrahmen (gescaitzt)
Lemmziel kozmt vor ir Kurs deflir Zeit
lethoden der lin.Alg.{incl.Kelkiil) 11.4, 1V.6 8,10
Axiomatik (der Geom.,forzales SchlieBen,
11.4, 11.6, 4,2
Systemetik,Strukturen) 11.9, I11.3, 16,3
1I1I1.4, IV.9 6,16
Raumanschauung I1.4, III.3, 1,4 »
Iv.6
Seometrie (der Littelstufe,der Ebene) 1.4, IX.7, 3,5
: I1I1.3,111.4, 4,6
Iv.é 5
| x1assifikation v.Abbildungen (incl.Anw.Gruppen) 11.6; I1:7 14,17
Wissenschafistheoret.u.Grundlagenaspekte 11,12, II1l.6, 16,16
iv.10 16
Anwendungsbez.lMeiloden I11.2, I1I1.3, 16,5
I1I.4 2

(98]
—

Wir bitten aarum, die Bedeutung dieper Tabellen fiir unsere folgenden Aus-
fiihrungen nicht zu iiberschitzen. Sie geben. jedoch einen ersten Eindruck
davon, wie in den Geometriekursen Struktur und Axiomatik iiberbetont sind.
¥an sieht insbesondere, dal die Anzahl der Definitionen (und die dafiir

asufgewendete Zeit) in keinem sinnvollen Verhdltnis zur Anzahl der bespro-

chenen bSitze steht. = Wir bitten, bei den nun folgenden Ausfiihrungen
stets mit den Stoffplinen der Empfehlungen zu vergleichen.

Wir behaupten von den Empfehlungen:

1. Es wird dort jelehrt: Gecmetrie wird grundsitzlich nur aus philosophischem

oder girukturellem Interesse betrieltien. Geometrie erscheint als die lehre vom

Aufsuchen von Axionen, Definitionen, Abbildungsgruppen.

iiie aus der Tabledle 1 ersichilich, werden Axiomemn,Strukturen und Grundlagen
mehr als die Hidlfte der verfliigbaren Wochen gewidmet; allein fiir nichteuklidische
Geomeirien stehen 25 wochen, fir gruppentheoretische Aspekte geradliniger Abbild-
ungen mindestens 25 (10) Wochen im Frogrswm. Dazu kommt natiirlich im Kurs fber
Strukturen viel Zeit im Zusamuenheng mit Beispielen. Die strukturtheorelische
Schlagneite finden Sie in allen Kursen zur Geometrie, bis auf I11I1.2,T11.3%. Uffen-
bar hat sich K]einﬁ Erlanger Programa danit
an einer Stelle durchgesetzt, die ihn zutiefst erscihrecken mniibtes Kleins Prosranx
wird némlich grundfalsch aufgefaBtl Was er -u.viele andere fathematiker von 1670
bis 1930 - damit mAnstrebte, war eine K L as s i fikation und begri
liche

wisesens

Prizisierung des riesmigen Geometrie

Zeit.
kreativen Impotenz des Erlanger Programms wird auch nur ein Vort gewidmet, obwcnl

jener Veder der begrenzien Reichweile noch der

Klein eelbst schon im Erlanger Programm darauf hinwies:

Note IJI ausm "Vergleichende Betirachtungen iber neuere grometrische
Forachungen von Dr.Felix Klein,o.d.Frofessor der Mathematik an der Universitit
Erlangen. Programm zum Eintritt in die philosophische Faculiit..."(Jsirlangen,
Oct.,1872)1 "lber den Verth réumlicher Anschauvung.

Wenn wir im Texte die riumliche Anschauvung als etwas Reiloufiges bLezeichnen,
60 iet dies mit Berzug suf den rein mathematischen lnhknlt der nu formulierrndcn
Betrachtungen gemeint. Die Anschauwung hat [iir ihn nur den Verth der Veranachou-
licnung, der allerdings in pidagogiachexr Beziehung selir hoch anvu-
schlagen ist. Ein geommtrisches wodell z.B."ist aul diesem Standpuncte sehr
lehrreich und interessant.

Ganz anders stellt sich aber die Frage nach dem Werthe der riiwmlichen An-
schauvung iiberhsupt. Ich sielle denselben als etwas selbsténdiges hin. Ls gibt
eine eigentliche Geometrie, die nicht, wie die im Texte besprochenen linter-
suchungen, nur eine veranaschaulichtie Form abstracterer Untersuchunigen sein vwill
In ihr gilt es, die réumlichen Figuren mach ihrer vollen gestudtlichen Wirklich
keit aufzufassen und (was die mathematische Seite iut) die fir sie geltenden
Beziehungen als evidente Folgen der Grundsédtze réumlicher Anschauwuny; zu ver-
stehen. Ein iodell - mag es nun ausgeliihrt und angeachaut oder nur lebhaft vor-
gestellt sein - ist flir die Geometrie nicht ein Mittel zum Zwecke sondern die
Sache selbst."
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Wie Klein sich Ceometrie-Unterricht vorstellte, kinnen Sie 2.B. im Fand 11
seiner "Zlementarmathematik" selen:

Dert spricht er z.B. iler affine Translormationen. Und da wird erst einmal
erczihlt, woher das Wort "affin" komxt, wo solche Transformatiionen vorkozamen,

was sie mit Raumgebilden tun, was sie t Hichtungen rachen, wie einfache
Affinititen zustande koozen und mechanisch situliert werden kianen, wie sie

zu neuen 3dtzen fihren, wie sie im Fhysik czer lorstellender Geometirie hilfreich
sind, etc. Iann erst kom:zt Klein senhr ochutsem zum Seiz ven Poklke und zur
Anelyse der Affinitiiten. Endlich werden auf den nichsten 50 Seiten in dem=-
selben Stil weitere Transformationen vorgestellt,und schliellien finden Sie

die Gedanken des Erlanger Programms em Ende des Buches als ordnendes FPrinzip.

Also: Yiel Anwerdur @ Anschauung, wenis Struktur vnd Flassifikation! Dies
kann man nur betrauern, wenn man die Xurse 1I.4 und II.7 anschaut.
YMar wende nun nicht ein, wir seien heute viel weiter, %Xlein habe mit einem Bein
im vorigen Jahrhundert pestanden. Es gibt in den Geomeuriekursen nicht einen
Satz, den Klein nicht schon gekannt hitte, und es gibt dort nicht einen Gedanken,
mit dem sich Klein nicht irgendwann auseinandergesetzt hitte. Und Klein kannte
und liebte die Schule!

Klein oder nicht Klein, halten wir jedenfzlls fest: Schipferisch tatig sein
heiBt in cen Georetriekursen offenbar Ielinitionen erarbveiten und die llittel-
stufenpgeomeirie durch die axiomatische Brille btetrachten. lotivation bedeutet
in alier Regel Extrahieren struxiureller Gesichtspunkie aus eirex Beispiel
(e.g.:11.4.1) oder Nacnpriifen der Definitionen, die vou Lehrerhizmel komnen,
weil die Zeit niezals reicht.

e.g.1 11.4.6 = Der euklidische Vektorraum - 2 Vochen - Erliuterungen:

"Zur llotivation geeigneter Axiome flr das Skalarprocukt kannm wan zunm Beispiel
vom physikalischen Arbeitsbegriff ausgehen. Der Abstraktionsprozeb von einem
sclchen Zinstieg zur axiomaiischen Fassung des Skalarproduktes sollte bewuBt
gemacht werden." -- Die Betonmung bei den letzten drei Wirtern ist leider
nicht engegeben.

Zur viel zu groBSen Betonung nichteuklidischer Geometrien nur soviel: Der
Seniiler kann sich aus langel an - flir ihn erreiciibaren - Anwendungen von ihrer
Bedeutung nicht Uberzeugen, er wird also nur Unverdaut-Erkenntnistheoretisch-
Historisches mitnehzmen.

Dazu Erliéuterungen zu II.12.6: "Die Klessenarbeit kann euch zus einer ange-
ressenen sprachlichen Zusemmenfassung bestehen." -- Wie sieht diese Zusamken-
fassung wonl fiinf Jahre spiter aus,und ersparte san dem Scidiler nich: viel,
wenn man ihm statt des Xurses 1I.12 liverhsupti nur eine solche hektographierze
Zusammenfassung anbote?

Wir behaupten von den Empfenlungen:
l 2. Es wird dort selehrt, Geometirie fiénde meist in der btene statt. I

In den zentralen Kursen IV.6, I1.4, II.7 komzen bestenfalls viele Geraden=-
bzw. Ebenendarstellungen und eine Kugel ver:

Erl.IV.6,7.3: "Zbene-Cerade wird verzichtet; dagegen sollte die volletéindige
Diskussion der Lage von Geraden iz Raum sowohl die Systematix der Fallunter-
scheidung wie die Raumanschauung schulen." Dabei bleibt es in diesem Kurs,
trotz des erklirten Zieles "...die Raumanschauung ...zu liben".

Erl.II.4: "Zur Schulung ées Anschauungsvermigens sollie der Beliandlung der
dreidizensionalen Ceometrie besonderes Gewicht zuxomzen. Im Hinblick auf die
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ste cur Yerfummg stenende Zeit, sollte man sich bei der [mrehfiihrung

e
hiori
ein Auablice nuf hihere Dimensionen angebracht; so kionnen viele Jefinitionen
entsprechend formuliert werden (vergl.z.l.22: lin.Abhingigkeit und Unabh.)."

Eri.13.7: "...Die strengen liberlegungen sollten sich auf den Kreis xonzentirieren."

", ...Ebengowenig iet die Reschrankung auf Abbildungen des zweidimensionalen

Raumes zwingend." (Beim Stoffplan wurde aber offensichtlich davon ausgegangen!)

Auel in anderen Xursen findet man gelegentlich (Jje) eine Kugel, nimlich in
1i.12 bzw. 111.6 als pathologisches Feispiel und in II1.3 (Sphirik) erstmals und
letztmale als Milieu zdhflissigster geometrischer Untersuchungen, deren griliter
Erfoig wohl in ihrer Ausdelmung auf ein ganzes Semester zu seien st (siehit man
einmal von dem enormen Gewinn ab, den schiffbrichige Hursabsolvenlen gegebenen-
faila zielien werdenl).

SchlieBlich iommt auch der R" in drei Kursen vor, nimlich in 17.4,i11.2 (ie
Saueeschritt) und IV.6.

frl.1V.0: "...Anschlielend beachrinkt sich der Kurs wegen engen Zei‘ranmens

iberwiegond auf 2-3 Dimensionen. Der Relandiung der lincaren Abhingsipreit wird

breite Jeit eingeridumi. Dabei wird eine symmeirische Definition bevorzugt.
Anwendungen auf die Herechnung von Teilverhilinissen ergeben 'bungs- und
Priifungastioff fir die 1.Arbeit." --- "Nach dieser Zdsur werden Vektoren im
effinen und kartesischen Hoerdinatensystes behandelt, so dal der Veklior sls
n-Tupel (n23) von reellen Zahlen ein neues lodell fir die Struktur des
Vektorraumes darstellt."

Fatiirlich wird hier die formale Geite der Geschichte betont (das "neue Modell"
fiir die alte "Struktur"), nicht die Nutzanwendung. Dafiir und natiirlich auch
fiir die Verallgemeinerungsfihigkeit formaler Definitionen (wie lin.Abhingigkeit)
wird jeder aufgesachlossene Schiler dankbar sein.

Der Hiickzug auf die Ebene hat gerade in Struktur- und Grundlagenfragen
eine grobe und ehrwirdige Tradition (Bachmann, Hilbert,...). Wir verra-
ten ager kein CGeheimnis, wenn wir aufl die dreidimensionule Anechauunge-
welt verweisen und meinen, dal der Rickzug auf die Etvene die Anwendungs-
woglichkeiten der Geometrie in Physik und Analysis etark reduziert.
Dieser uralte und langgeschmihte Zopl gehdrt endlich abgeschnitten, er
dar{ nicht auch noch die "neugestaltete Obormtufe" erlehen.

Und noch ein Zopf gehdrt abgeschnitten:

3. Es wird nimlich gelenrt: Geometrioche Ubjekte sind geradlinig und un=
begrenzt. Kugeln eind nur philosophisch oder astronomisch interessan-
te Entartungen. Krimmeres kommt in der Geonetgie nicht vor.

Wie echon gemagt, Kugeln kommen nirgende vor, auBer in den mifiratenen
Kureen II1I.3 und (je einmal) II.12, I1I.6. Diee aber ist das Krimmate

(abgesehen von ebenen Kegelschnitten in einem Kurs, nach der 20. Wochel)
was in die "neusestaltete Oberstufe” eindringt. Tn hunderten von Juhren hmt sich

die Guometrie vorwiegend mit krummen Objekten befaBt, nur solche kommen in der
Natur - genaurenommen - vor, im Unterricht bleiben sie Tabu.
Ebenso geht ea der Konvexitiit, dem neben Linearitéit wonl wichtigsten geonc

& auf den zweidimensionalen Fall beschrinken...An manchen Stellen erseicint

trischon
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PBegriff (verzl. den Vortrag von U.Liugwitz au WRU=

Tagung 1973). Konvexe Mengen kommen - in sehr spezieller Situation - nur im

Kurs iber Lin.Cpt. vor.

4. Es wird leider auch welehrt: Gemotrie hzt richts zu tun cit Analysis, Rechnen,

Physik, Anwerdungen,...

Natiirlich wdre man mit einer einzigen krumwsaen Xurve mitten in der Analysis
und Physik. Aber das Kurssystem soll ja "entiypisileren", und so enttypisiert
man die Geometrie gleich ganz. Die Analysis wird {iberhaupt nur einzal,an recht un-
ervarteter Stelle (llaximalprinzip, Kurs Lin.Opt.), genannt. Die Fhysik kommt
immerhin Véetmal vor: Bei der Motivation des Skalarprodukies aus dem physikal.
Arbeitsbegriff (II.4,IV.6), bei einer Entscheidung des Fachlehrers im Fhilo-
sophiekure II.12 und schlieBlich in einem Selbstgeprich ces Lehrers iiver
Konformes im Kurs III.4. Sonst findet man an Bezugsgecicten noch:

Erdkunde, Nautik, Astronomie (alle in III.3) und EDV in III.2 *. Uber Lundkarten
wird allerdings nichts verraten.

Was das Rechnen enWetrifft: Hier wirkt das Trauma klassischen Stuapf-
sinns offenbar nach. Das ist verstédndlich aber bedenklich: Matnemati-
eche Theorien ohne Kalkiile sind (vielleicht) schon aber nutzlos, Anven-
dungen der Methematik erfordern fast immer Sicherheit im tgchnischen
Kalkiil, um das Ziel nicht aus den Augen zu verlieren (auch innerhald der
Mathematik: Was kann ein Lehrer auf der Oberstule erreichen, wenn der
Mittelstufenstoff nicht bekerrscht wird?).

Die in den Netur- und Wirtschaftswissenschaften so niitzlichen Mairizen
sollten wenigstens angeboten werden ( n=2 ist dabei nicht ernst zu neh-
man).Eigenwexts klingen in ein paar Erléuterungen zaghaft an (als Klas-
pifikationshilfen?!). Ungleichungen kommen wenig, Erzeugurgsprinzipien
fir Abbildungen, Raumkurven und krumze Objekte nirgends vor.

Gerade der Mangel an Anwendungemog-
lichkeiten hat unseres Erachtens be=-
denkliche Konseguenzens: Der Schiler darf ruhig
alles vergessen, sieht er doch keinen Nutzen auBerhalb der ungeliebten
Huthgnatik; aber er soll, bitteschtn, en die Mutter der Wissenschaften

(Ma - Thematik) Linter den Eisbergen glauben!

Kleir hat sein ErlangerProgranma nie-
mals als Strick fir die Geometrie
gedacht 1

(Vgl. dazu auch den folgerden Teil II.)

# Leider vergaBen wir hier die Photogrammeirie (11.6.7.4).
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besondvre durch Sauld' beriihnte Yessung vervollwommnet

Was bieten denn die an tiefeinnigen Definitionen so reichen Geomeiriekurse?
Wo eind denn die geometrischen Ergebnisse, um die es sich lohnt diesen Abstrakiicna-
aufwand wu treiben? Waa kann denn der Schiiller mit gym, Bn’fin_-f-rn,prn.]ektivvn Inzidene-
axiomen und Homomorphiesatz an f an ge n ? Was vleibt ihm denn, auder
"anfemessenen sprachiichen Zusammenfassungen", acht verschiedenen {!) Geraden
darstellungen urd Reduktionstheoremen flir allerlei Abbildungen, die er niruends
zu "sehen", "sufzuspiren", anzuwenden gelernt hat? ierken kann man sich in der
Mathematik doch auf die Dauer nur das, was & u f k 1 &7 e nd gewirki hat,
angewandt wurde pder Guerverbindungen erzeugte. All
diese Aspekte werden aber auf innermethematische (Grundiagen-)
Fragen reduziert. Schiielllich lernen die Schiiler, daB gie {riher, auf der Mittel-
stufe, mehr und gchonere (reil krestive) Geometrie bglrieben haben, Welehe

Chancen werden doch hier vertan!

Wir haben von Praktikecn das Arpument gehort, dies alles sei nicht zu &nderen,
weil die Schulbiicher dlter als des Kurssystem sind, weil man in einem halben
Jahr eben nicht iiber die "Grundlegen" hinauskime, wenn man Mathefratik
sorgfiltig und "sauber" lehren will. Was sind das fiir Argumente! Dann miinscn
eben bessere Biicher her, und dann muR man sich eben auf die Einfihrung einer
angemesseenen Begriffswelt beachriinzen, Diese Aufgalen mii e s e n

gelbat werden, sonst erwirgt das Xurssystem jeden Sinn dieses Uuterrichts.
4

6. Vier Kurse wiren mehr als penug, den Gesamistoflf zu liberdecken. liie Letamils

brauchten nur sorpfiltiger ausgewiilt wu werden.

Schiaven wir uns gensuer an, was die zeniralen Kurse 1I.4,11.6,11.7 und
IV.6 bieten:
Zunichat 17.4 (incl.IV.6): Da sollen in 1.1 die Gesetze des Vektorraumes im

kodell der Ffeilklassenvektoren"motiviert" werden. Nun Dbehindern
diese Pfeilkleseen suf ganz offeneicht-
liche Weise die Anschauvung ?(Ste]len Sie egieh nur
einmal vor was der Schniit zweier Pfeilgeraden-rlassen im Anschauungaravm ist,
oder stellen Sie sich auch nur die U-Pfeilklasse vor. So einflache Pegriffe
wie K&ilinearitﬁt, Komplanaritdt und Parallelitét werden hier zu Unge Libren
stilisiertit Wenn liegt wohl eine Pfeilklasse in einer Bbene, und wieviele
Ffeile liesen dort, und wie bewcist wan dae mit einem Axiomensyalem, dus gur-
nichts iber Pfeile aussagt?) Damit zum "Vektorraum mbstrahiert werden
kann, glaubt man, die Anschauung beseitigen zu missen. Dazu werden
(Voraussetzung: Binsangskurui) in einem Atemzug Zahlenfolgen, Polynome,

Funktionen, reelle Zahien genannt, man kann vielleicht noch "auf die

* 'Pfgilkz;isc_ t= Graph einer Translabon]
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Kdglichkeit hinweisen, Vektorriume iber velievigen kiérpern zu definieren" ,
bringt Untervektorriume , macht ein paar Anwendu. gen de. Axiome au{ einfache
Folgerungen - und hat 0 aa Ende der ersten zwei \iochen alles erschlagen, was
pan Anschauung nennen kinnte. So also wird cer Boden urbar gemacht fir die
weiteren Diskussionen, und diese erfolgen dann auch hiufig atf diesem "Niveau"
(nsizlichk iz eirarmigen Handstand auf dem Xirchturzdach).

Da geht es weiter iiber Kollinearizidt, Kozplanaritdt zur linearen Aibhén-
gigkeit und Linearkoabination und es heift:

-“Haaentlich[hni den ersten beiden) ist hier eine algebraische Beschrei-
bung zur Motivation ...(der zveiten beiden). Diese Begriffe (die letzte=
ren) Qind fiir den weiteren Aufbau besonders wesentlich, bereiten den
Schiilern aber hdufig Schwierigkeiten."

Diese Schwierigkeiten wverden durch die Pfeilklassen nur vergriBert: So-
lange man den Unterschied zwischen klassenweiser Struktur und reprisen-
tantenweisem Rechmen nicht klar machen kann, bleitt alles geheimnisvoll.

- Anscheinend ist sber gerade diese Unterscheidung (Klasse - Heprisentant)
fur den Schulunterricht zu schwierig. So wird ir,dem Buch von K&hler u.a.
konsequent repridsentantenweise definiert, gerechnet und argunentiert,
ohne dab ein einziges Mal ein Wort iiber die Unabhingigkeit von der Auswahl
des Représentanten fillt. Die Wohldefinition mu8 (auch in der subtilen

. ﬁczeiéhnunguvcisu 35.13) "intuitiv klar" sein. Was darf man denn in dieser

Situation .eigentlich voraussetzen, um zu beweisen, da8 dic Pfeilklassen

einen Vektorraum bilden? Und warunm sind ausgerecknet diese Pfeilklassen

" zur anschaulichen Motivation der "Lin. Unabhiingigkeit"(im abstrakten
?gktorr.) geeigneter als das, was man schon vorher iiber die Reprisentan-
ten wuSite? - Es ist ein schéner Satz der linearen Algebra, daS ein mi-

ninales Erzeugendensysten (eines Vektorraums) auch ein maxizal linear
unabhingiges System 1st und ungekehrt. Dabei ist "linear unabhdngig" der
‘technische, formale Begriff (an dem riemand interessiert wire, wenn es
diesen Satz nicht ghbe), vibrend minizmale Erzeugendensysteme (z.E. beim
Lésen linearer Gleichungesysteme mit dem GauBalgorithmus) von alleine
interressant und auch enschaulicher sind. Man betrachte, welche Mihe es
den Empfehlungen (und mit ihnen Kthler u.a.) macht, den Bug:irrnlinear
(hn-}abhingi; als von zentralem Interesse zu motivieren.

In 4.0 werden nun eine Reihe absolut brotloser Kinste vorexerziert. die
Trennung zwischen affinem und linearem Raum kostet (auf dieser Stufe)

nach unseren Erfahrungen mehr als sie bringt: Alles kann (nittels des Beyﬁ%
der Translation) im Vektorraum gemacht werden, drei schlimme “Axiome" ver-
den iiberfliissig. Betrachten Sie nun, was nach diesem begrifflichen Aufvand
in 5. fiir "Theoreme" bewiesen werden - wer krgert sich eigentlich nicht

dariiber?
Wir wollen das alles schnell vergessen: nun komnt die uunanrbaro'sinfuhrung
des
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Jeandurperduete ... =is reeilwertige, positiv delinite, symmetrische, bilincare
Funktion". Hier scawingt sich (im allgemeinen Vaktorrnuml) ein mathematisciier .
Begriff zu un-vheurer Griée auf. Ja, zu solch unergrindlicher Bedeutasmkeit,
iaB in den Fwpfehlungen - endlich einmal - nahegelegt wird, ihn nur huckepack
suf dem physixalischen Arbeitsbegriff hereinreiten zu lassen. Da wir Liingen
(und manchmal such - wie bei Hovelmann,Kohler et sl. - Winkel)
ven Anfang an vej unseren Pfeilxlassen benutzt haben, werden wir nun in der
Hinsicht "bereichert", daB wir Lingen und Winkel in beliebigen Vektorrkumen

mit innerem Produkt "kennen"lernen. .
Und was geschieht in diesem Kurs, nachdem nun die Schiiler milhsam den Gipfel der
Absthktion erklommen halen? Man betrachtet die Mittelstufen-Geometrie und dort
nur dng, was mit dea Pleilklaseen echon v6llig befriedigzend zu behandeln ist:
Winkel, rechte Winkel, ksrtesische Koordinaten, Pythagoras, Thales, Ginuesatz,
Additionsiheoreme.... Was aber wirklich an der Nittelstufen-Geowetrie fehlte
und unhediimt einer genaven Erdrterung bediirfte, nimlich die EINPUHRUNGC
von Sinues und Cosinus, bleibt tabu.

Wie heiBt es in der Zielsetzung fiir diesen Kurs:

“++.Er 8oll den Vektorraum als eine fir die liathematix, aber auch fir listur-
wissenschaften und Datenverarveitung wesentliche Struktur vorstellen. Als

rein matheratische Anwendung dieser Struktur soll die dreidimensionale
euklidische Geometrie axicmatisch begriindet werden., Ein solcher deduktiver
Aufbau der Geometrie filhrt in formales Schiiefen edn..."

Dies ist leider wahrl!

Stellen wir klar: Ee wird zu viel nutizlos definiert, es ist nicht zu sehen,

was der Kalkiil bringt. Der axiomatische Aufhau'iit langeam und -weilig.

Die zentralen Begriffe: Abetrakter Vektorraum, basie, Determinante, affiner
Raum, euklidischer Punkt- versus Vektorraum sind filr spitere Nichtaathema-
tiker reine Kunetechdpfungen, die trotz groBem Zeitaufwand nicht iiber
langst Bekanntes hinauefiihren und deren Zweck wan nur vom Hbrensagen er-
fahren kann. Man braucht doch nun wirkiich keine Oberstufen-Geomeirie, uam
tu erfahren, dal durch zwei Punkte des Anschauungsraumes genau eine Ver=-
bindungegerade gehen sollte(I1.4, 5.3). - Dies iet auch nicht der %inn

der axiomatischen Methodel

Zum Kurs I1.6s Hierzu nur zwei prinzipielle Einwiinde:

1. Wenn man die Reinheit der synthetischen Methode ein bifichen aufghbe,
kénnte man die angesprochenen Abbildungen auch analytisch beschreiben,
kinnte geigen, duf die Theorie Modelle hat, kinnte die vielen Abbildungen
ohne weiteres auf geometrische Figuren (z.B. Kreiee) envenden (und so z.b.
den Matrizenkalkiil mit einiiben), anstatt nur immerzu Abbildungen zu analy=-
sisren und zusanmen zu setzen.

2. Leider war gerade die eynthetische ebene Ceometrie historisch eine Klam-
-mer, mit der Geometrie in Deutechland an die Evene geheftiet wurde, dicse

Funktion bleibt ihr im Kure - aus technischen Criinden - erhslten.
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Zun Kurs 13.7:
) N v 1 . AR . e &

Dieser Hochleistungshkurs verdiente eine genauere uLiskusiion, die wir aus

Zeitnangel nier nicht [lnren wollen. Die wichiigsten HKritikpunkte:

1. Kurs II.4 wird unnétigerweise vorsusgesotstivgl. Vorausseizungen cu 111.2)
. Die Brrei uf ichtlineare Gebild 611t dew Zeitplar n Of .

2. Die Brweiterung auf "nichtilineare Gebilde" fillt deux Zeitplan zun Opfer

3. Von 4.0 bis 12.0 wird izmerzu klassifiziert, was soll des?

4. Fixpurkte keann man auch auBerhalb von Klessifikationsproblezen sinnvoll(er)

anwenden. ‘
5. Wieder schlidgt €¢ie ebene Geometrie zu senr durch.

6. Die Zeitfrage isi sehr oberflichlich behandalt.

Zu den onderen Kurseni

"Die restlichen Geometrie-Kurse zerfallen in zwei Gruppen, nidmliech Kicht=-
euklidisches und Anwwendungsxkurse. Nichteuklidisches sollte in dieser
Fora nicht ohne griindlichere Kenntnis der euklidischen Geometrie betrie-
ben werden, die genze Sphirik z.B. 1&8t sich als Korollar zur Bewegungs-
gruppe behandeln. Man sient hier, daB das Kurssystem ("unsbhiangige Halb-
jahreseinneiten"!) dazu verleitet, Themen mit unzureichendern Mitteln zu
behandeln und cafir wuf ein halbes Jahr auszuwalzen. Als Test die Frage!
Wircen Sie ernstheft erwégen, ein halbes Jahr Sphirik in Ihren norzalen
Unterricht einzubsuen? (Oder III.E7 1I.127)

Der Kurs Lineares Optimieren enthialt schone Mdglichkeiten, nilitzliche Ma-
thexatik zu lehren. Dem Stoffplan nach hdtten wir erwartet, aaB ein ande-
rer Geometrie-Kurs vormusgeht; stiatitdessen begnigt sich der Autor des
Kurses mit dem "AbschluBniveau der Mittelstufe"! - weil die anderen Kurse
ihm nichts Srauchbares bieten?

Alles in allem, es sollte einen obligatorischen Geometrie-Kurs (evtl. als
Eingangskurs) und zwei bis drei darauf sufbsuende Wahlkurse gecten. Was

dort nicht hineinpat, kann man verlustlos streichen.
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Wie kann man den Unterricht in Geometrie

TELlL 11
e - ———— |
sinnvoller geotulten? - Literaturstimmcn

Gemiif unserer rforderung, die Auigaben und Ziele des Unterrichts vorab zu
umreiden, wollen wir einige"Antitnesen" an den Bezinn stellen (Hegel miyre vers
zpihpn!)und kurz erlautern. Naturlich iet Subiektives hier nichi zu vvr@»iﬁnn.
wir ‘meinen aber, deB hier eine positive Chance des Kurssystems liepi: Der iinter-
richisstolf darfl ruhig etwas von den lieigungen des Binzelnen geprigt werden,
und das kann Letendigegeit bringen, wenn dieser Einzeine z.H. der Lenrer ist.

Die definierten Ziele sollten nur den Rahmen abatecken fir das, was der Geometrie-
Uinterricht insgesamt soll, die einzelnen Hurse soliten aver in der Praxis immer
etwas von der lebendigen Gehnheit der Ceometrie aufdecken, also dfe Intultion
des rinzelnen epirbar und sichtbar miche Das heilt: Vertreibt man das Subjextive
aus der Geometrie, wihlt man die Flucht "nach veorn" in die globale iinverbind-
lichkeit ramens Struktur oder Grundlagen, so wihlt man eben nicht nur die
Oberfliiehlichkeit eondern auch die Langeweile - und die tdtet mit dem Tnterezse

bekanntlich auch poténtiellen Lehrerfolge

Antithese 73 "Geometrizing coustitutes a very puwerful teol for the mathemsticisa

and applied scientist alike. It is an instrument for gaining insight and intuitiv.
understanding in problems thet may come {rom mechanics, elecirical network theory,

thermodynanics, ecology, function Bhecry - Almost anywnere."

Sicnerlich ist die Geometrie auch interessant auf Grund inrer philoscphischen
und strukturellen Tradition. Aber dies ist nur ein Aspeki,und fir die Nathematik
waren Eudoxos und Archimedes schiiellich doch fruchtbarer mls Hurlid, '
Fiur den Schulungerriuht liegen die bedeutendsten Funktionen der Geomelrie u.lls.
in der Ubersetzerfunktion - avch die hat lange Tradition - , der ilerausforderung
an die Anschauwung und der Fodell-Analyse:

"1 beiieve that nigh prlority consideration eliould go to relati ng geometry to
science, particularly to the physical world. Geomeiry ehould be iearned us an
instrument for interpretation of concepte and problems that arise in other
branches of knowledge (including other branches of mathpmaticn)?1

"To construct a conreptual model of the world is auiacious. To obtain from the
model, by logie, new and unsuspected informalion about the world is the muagic of
the human intellect. Precisely because 'the world is so full of & numler of

things' the range of questicne to ask and objecis to study is inexhaustibie."

-

1) S.Schuster, Educational Studies in Mathematies, 4,1(1971), 76-t6
2) P.J.Kelly, Ed.Studies Math., 3 (1970/71),476-481
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"To know nore may help to see more, arnd for insteznce, -he teachers of tre T "iwery Living creature has to piace himself in space, to appreciate
kindergarten =¢ not aiways aware of all the mathezatics ) iistnnn~es, direationa, ahapes, motions, defornstions... l.'r.ﬂsn.ual. try Itn iwlp Lhe )
that may be found in the spontaneous work of their pupils.” 3 siildron to -t the rhchest concrete experience of #pace.”

Die grofariige Systematik soilte im Unterricht stets hi.ter dem Geometrie-

Machen zuriicksiehen: Antitnese 31 "The netural question, What is an object?' translates te the

"To compel unmotivated deduction is as bac as to refuse deduction if the mathematieal question, 'What properties of & geocametric set make it the
children want it, but the problem is that official syllabi very often make analos of A physical ooject?'. An obvious requirement is that the set . be hounded
the choice once and for all." 3 Put the key property of the 'oneness' of the set as an object io connectedness.
"The clue of geometry is the word 'why'. Cnly joy-killers will deliver the This can be expressed by the condition that each two points of the set be the
clue previously." 4 ends of un Arc in the set. However, this intuition simply shifts the difficulty
Vielleicht sollte man iiberhaupt - wie es sich in der mathematischen Forschung L~ '"What is an arc?'. Though an answer to this presents difficulties, one p=
durchgesetzt hat - als "geometrisch" sehr allgemein die Objekte und Themen anewer in cuite clear, namely that a segment is an arc. Thus convexity proviies
des Mathematik-Unterrichtis verstehen, die in unmittelbarer Nihe zur anschau=- a very simple form of ceonnectedness. Since neitiner boundedress ror convexity wre
lichen Welt und ihrer abstrakten Sicht stehern: dimenaional in charncter, we can have one-, two-, or threedimensional sets with
"The images that flesh in the mind of the working ma.the::al.ician are pechaps these pmpprtios."z

neazer to Picasso's painiings then to the drau of & nachauical e: In Welcher Chance man sich begibt, wenn man Konvexitit vernuchlissigt, kann umnn
fiathokatical * work,and in zathezatical teaching, what is impor:eat is in jedem ituch iiber konvexe lengen, Funktionalanslyais, Topologie und Funktioren-
the activity of the mind, and ihese so-called geometirical images are the : s:sorie nachlesen, denn die dort vervendeten Konvexitdtsargumente kann man
witnesses of this activity and erc not bound to the study of concrete space." evenso erfolgreich im Schulunterricht einsetzen.

"...A very important point is that each of these theories has something to do

et t 1 ¥ =, LR d; - 3 .
with 'geometry' but that none of these has to do only with geemeiry. This means Antithese d: "....a common feature is that 'inaight' to a mathenatical tnsory

- - 1 . e - ] u T i
that geometry can't any longer be taught as an independent part of methematics, seems to be related to the realization that the theory has a model in physics

nd that the adjective 'gametrical' t b i ituatior .
an 18 3 e 'gametric must be applied to situations and models geometry, or some more familiar or accessible part of mathematics. A computer

; . 3
+ to mathematical theories.” = :
rat.hgr then' to mathematica Jeenazs cannot show insignt in this sense, when it checks the steps of a formal jroof

d daraus nlfie man danr hl such den folgenden Schluf ziehen: ] i h . :
_Un S e e, DA, SOl ot den Salewnden Sohint = lebea for correctness, and this merely mAanipulatiive checking is unfortunately &ll

“Geometry is not to be taught separately, but in narrow conrecticn with all parts
3
"

i
that many students scem to get from preparing for traditional-type exeminaticns
mathematic augnt at the primery ad COncAary vel. . : ) 5
. L e ¥ #zd.secondary.lsgel - regardiess of wnether or not the subject-matter is 'modern'." N

Unsere Frage muf natirlich heilen, was 143t sich davon im Kurssystem retten?
Halten wir aber fest: Geometrie abstrekiert sus der Anschauung, sie fihrt aufl .
elementare und klassische Weise “l.'.ather:a‘i.isierung.“ vor. Und: Geometirie zeigt,

wie mathematisches Arbeiten sich vollziek:i: Erst die Beobachtung, dann die
Forzulierung, darn die allgemeine Lésurg, dann die Berechnung der speziellen
Lésung, dann die Erdrterung des Ergebnisses (vergl. 5). Urd damit ist es nicht
getan, denn das Ergebnis ist hidufig zu ungensu oder unbefriedigerd, also geht

es in aller Regel wieder von vorn los.

Natirlich ist Geometrie noch viel mehr, aber unsere Frage ist ja, was soll

Geczetrie tun:

3) A.Revuz, Bd.Studies Math., 4,1(1B71),48-52
4) H.Preudertsal, Ed. Studies, 3(1976/71),413-435
5) M.S.Xlamkin, Ed.Studies, 3(1976J71),244-265

5 H.B.6riffiths, Ed.Studies,4.2(1971),153-162
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‘ Teil III : Ein konstruktiver Vorschlag [

Im folgenden schlagen wir einer Anfer~skurs in Geomeirie und Linearer Algetrs

'

vor, um 2zu zeigen, vas wvir ueinen.

Der Kurs komnt mit folgenden Vorkenntnissen aus:

&) Ungefdhre Kenntnis der strukturierten Nenge R.

b) Etwas Nittelstufen-Ceometrie als iotivationshilfe.

¢) Analysis I fiir Kapitel V.

Wir mochten darauf hinweisen, dal wir den Kurs in detsillierter Form durch-
gerechnet und uns davon iiberzeugt haben, daB die notigen Beweisschritie fir das
Anspruchsniveau zumutbar sind. Leider kénnen wir diese Peteils und eine Ter-
minierung hier nicht engeben, wiil deren iberzeugende Formulierung praktische
Unterrichiserprobung voraussetzt. Dies braucht naturgemiB einige Zeity und wir
sind an dieser Stelle vor allem daran interessiert, ‘euf eine rasche Verbesserung
der Empfehlungen insgesamt hinzuwirken. ilit Interessenten am folgenden Kurs-

konzept werden wir selbstverstéindlich gerne iiber Einzelheiten diskutieren.

l Cherakterisierung und Ziele des Xurses l

Leitzotiv fiir den Kurs ist das Problem, ein leisturgsféhiges mathematisches
Yiodell fiir den Anscheuungsraum sufzustellen, zu studieren und zu interpretieren.
Der Kurs betont daher den Nodellcharakter der zu entwickelnden Theorie. Zwischen

Anschauungsraum als YNotivations- und Interpretationsniveau eirerseits und «
dem - strengen Regeln unterworfemen - Siudium des Nodells H3 andererseits wird

stets unterschiedern. Dafiir ist das folgende 3ild typisch:
Arschauungsraum

Intuition, Interpretation,
Absichten Kritik

wath. Nedell

Der folgende Gesichispunkt erscheint uns dabei als entscheidend:
Zuverliéssigkeit und Strenge einer catheratischen Theorie beruhen auf der ge-
nennten Unterscheidung, wihrend ihre Entwicklungsfidhigkeit urd Fruchtbarkeit
aup den natiirlichen Wechselbeziehungen zwischen Anschauungsraum oder -welt und
mathepatischen Nodell kommen. _ :

Dies Prinzip ist wohl fiir alle schulreleventen Gebiete der Xathematik grund-
legend, es 1Bt sich in einem Geometriekurs besonders leicht aufzeigen. Wir gehen
dazu immer wieder in einer Reihe von typischen Schritten vor: .

a) Formulierung unserer Absichten, 3
b; Aufstellen des rathematischen Modells,
c) Ubersetzung cnserer Vorstellungen ins Modell, Aufprigen
von Kaikiilen, Strukiurierung des ilodells,
d) Studium der Reichweite des Yodells (einsenl. approx. Vethoden),
ei Reinterpretation und Kritik des Modells,
a') Formulierung neuer Absichten (Wechsel oder Bereicherung der Struktur).
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Dt

fiir das Wodell zugelnssenen Regeln dar, walrend b.ciefiir die oban genannten

cd oot len ay o a' Vorginge im Anschauungsraum, d einen Vorgang inneriialb der

Wechselbariahungen stehen.

Wir bexreifen sleo mathematisches Landeln
e&ls von Absichten und Zielvorstellungen
kentrollierten EntwicklungeprozeB, d,h,

im weitesten Sinne als pragmeitisch,

Wir versuclien im Kurs, sparsam mit Definitionen umzugeben, um dann ausfilirlicner
zu zeigen, wag diese Definitionen leisten. Wir schlagen inhaltlich Themen vor,
die die Raumanschauung schulen und spitere (Wahl-) Kurse vorbereiten (7.3,
Analysis II/I11, Lin.Opt., Sphérik usw.). 3

Kapitel O: lian sollte den Kurs damit beginnen, dem Scniller den Unterschied
zwischen mathiematischem Modell und Anschauwngsraum zu erliutern. Ausgehend von
einem Achsenkreuz konstiruiert man das "Punktmodall® M}, dessen Elemente die
(reellen) Zahlentripel sind, und begriinde.t einfiihrend die mit dem Modell ver-
bundenen Absichten fiir den weiteren Kura.
Kapitel I: Jetzt wollen wir mit den Punkten des Modells etwas itun. Im Anschanungs-
raum haben wir Kriifteparallelogramsie, Tranalationen und zentrische Streckungen.
In Modell haben wir auf jeder Modellachse die Struktur von R. Da wir zuniichst
iiber nichts weiteres verfiigen, untersuchen wir, wie weit komponentenweise Rechen-
operalicnen helfen, Operationen im Anschanungsraum zu beschreiben. Dies gelingt
bei der Additicn (Krdftcparallelogramm, Translation) problemlos, wihrend sich
bei der kompﬁnvn‘tenneispn Multiplikation gewisse Interpretationgschwierigkeiten
ergeben. Vir lernen aber, mit der “3S-lultiplikation" zentirische Sireckungen im des
Anschauungsraumes ins 2Zahlenmodell zu iibersetzen. '

Benondern wichtig iot es, daB jedes 2ahlentripel einerseits fiir cinen lunkt des
Modells, andererseits fiir eine Translation des liodells steht. Diese simtische :
bzw, dynamische Interpretation der Zahlentripel macht es Uberfliissig, affine Ruume

und Vektorriume getrennt zu behandeln!

Kapitel II: Einfache (d.h. lineare) geometriscne Gebilde im Modell.

liittels einer kotivation nach “Antithese 3" erarbeitet men die Besriffe
"Verbindungsatrecke" und “konvexe Teilienge" des R}. Vou einfachen Beispielen
kommt man auf die Definition der konvexen Polyeder, die von endlich vielen
Punkten aufgespannt werdens K(q“.. .,mn) i= {lé‘: LAy / tjs[ 0,13 |}I ti =1 }
Bléat man die analogen Gebilde im Anachauungeraum suf und Ubersetzt msn dies wittels
der Trenslationen und Streckungen ins Modell, so gelangt man zur Definiticn von

linczren Gebilden bzw. - nach Trunslation - zu affinen Gebilden im Modell.®)

1 X X e
] Das Wort "affin" det im Kure gleichbedeutend mit "bie wuf Trenslation linear".
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Um nun die aultretenden Entartungsiille ausschilielen zu Kinnen, aeht man auf
die Suche nach kleinenm "eurspannenden" Drzeugungssengen fur disse Gebilde. lan
ssige Iunkte aus

dafB alle

xomzt bei den linearen und affinen Gebilden darsuf, iiberili
der Darstellung des Gebildes nerauszuwerfen. lLan erniilt das Zrgernis,
minimalen Erzeucer eines linearen bzw. affinen Lebildes zleicuviele Elemente
Die Frage nach der grddtambglichen Dimension im Kodell be-
Gaul-Alcoritizus. Dies wiederholt (?) ein LEsungsverfuhren

heven (: Dimensicn).

antvortet zman mit dex

fiir lineare Gleichungssvsteme in drei Unbekannten.

Kapitel I11: Absiandsvegriff, Kugeln, Symmetrie.
Man analysiert die naiven Vorstellungen von "Abstand", "Kugel" und nSyazetrie"

et .0 : " Lop
im Anscheuungsraun und kommt aufl den Ansetz 1?—%‘ in fz“:i-yii fiir den

Abstond zweier Punkie im ledell. Das Studiue der Leistungsfihigheit dieses An-

patzes (in Bezug auf unsere anschaclicnen Irtentionen) bringt folgende Zrgetnisses

1. Der Abstand ist positiv-hozogen.

2. Der Abstand ist trarsiationsinvariant.

3, Dor Abstiand ist synmetrisch.

4. Die Abstendskugeln sind konvex.

5. Die Abstandskegeln sind symmetrisch zu jedem a
Hittelpunkt.

6. Der Abstandsbegriff ist weitgehend vertriglich mit den Ergebnissen der
vittelstufen-Geometrie.

bis 3. gewinnt men leicht unmittelbar aus der Definition. Die

ffiner Gevilde durch ihren

Die Aussagen 1.
Aussege 4. ist etwas schwieriger, sie fiihrt such zu dem Ergebnis, daB fir einen
beliebigen Atstandsbezriffl (mit 1.) die Giiltigkeit von 4. gleichbedeutend mit
der Giiltigkeit einer anschaulich trivialen Ungleichung {Druieckeunr]ei.chu:;;)iat.
Letztere Ungleichung zeigt also schon im Enisteren inre grundlegende Bedeutung
fiir die Behandlung von Ronvexitdtsprcblezen. Wirklich schwierig fir den Anfdnger
- aber asuch ungcheuer fruchiber fir das weitere = ist der Nachweis von 5. Hier
ruf der furdementale Satz vor der Existenz und Eindeutigkeit der (senkrechten)
Projektion auf einen linearen (bazw. affinen) Unterraum erarbeitet werden (Lotful-
_}Lﬂ:t.). wir tun dies, indem wir mittels quadratischer Erginzurg den Punkt i .
minizalen Abstands (vom gegetenen Punkt) unter den Punkien einer Geraden (=1-dim.
affiner Unterraum els lenge) suchen und dieselbe Technik im Felle einer Ebene
eswenden. Nun erklirt man den Begriff der Spierelung ia Lodell (man gohe vom

Punki zum LotfuBpunkt und dann noch einmal soveit) und kann dann leicht 5. nach-
weisen. Der Punkt 6. bietet vor allem Ubungssteif.

-- In der:' Rechnungen ist ein Ausiruck der Form FTX iy:i oft vorgekoumen, und déwr Sein
ch fiir des "Scnkrecht-Stehen” der Vektoren(wPunkte)
(Brst

Verschwinden ist charekteristis
€ .4 » so dad dle Abkiirzung (1@,&;) fiir dicse Swwe gerechifertigt ist.
wenn men hiufiger und in verschiedesen YVektorrawn-wodellen solchen "inneren

Produkten" begegret ist, lohnt sich eine Axiczatik und deren Studium!)

kapitel IV: Geometrische Deuturg des inneren Produkts, Isometrien.

Man btegimnt damit, Gie gewonnenen Ergebnisse (Projekiionssatz) genauer an-
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zuschauen und sewinnt so den Bepriff der senkrechten Projertion aufl einen
alfinen Unterraam, Dies bietet einerseits Gelegenhbeit des "innere Froduki”
.:rr:c;n;t.': eir mn interpretieren, andererseits die Koeffizienten eines Punktes
im R’ bzgi. vines beliebigen (paarweise senkrechten) Dreibeins zu berechnen.
Beim Riickblick auf die bisher benuizten Beweismeinoden und durch Vorfihrung
einer Ellipsengleichung in einer schiefen Lbene, reiBt man nun das Froblem wn,
Abbildunsen zu finden, die Abstand und lineare Sirukiur respeitieren: Isometrien
(bzw, zunienst 1linesre Isomeirien). Aufgrund der Darstellungsformel filr einen
Puwikt bz{;l. eines Dreibeins erhiélt man sofort einen vollstiindigen Ulerblick
iiber ﬁ“&'%ﬁﬁ.&uiem Im Modell sind sie vollstédndig durch die Angabe eines
gewigneten Dreibeina beatimat. Han vergleiche dieses Ergelnis mit der an-
schaulichen Vorstellung von einer Drehung (bzw. deren Ergebnis), dann erhilt man
hier die Beecireibung der Drehungen ale lineare Isometrien (den winkelbegriff

braucht man hier nichtl).

Kapitel V: Konvexe Bigen, Winkel, Tangenten.

Wir definieren die luinge konvexer DLigen mit Hilfe einbescirietener konvexer
Polygonziige. Danach konstruieren wir mil filfe fortgesetizten Selmenhalbierens
eine Abbildung )+ R —> x-y-Ebene, die oas Intervall EO,?,‘-'] ldngentreu
auf den .Einhe:i.tui'.reia abbildet. Die Projektionen aul die x- baw. y-ichse nesttn
wir cos bzw. sin. Wir stlellen - unterstiitzt von Konvox:‘.thtaarg‘me;uwn = teat,
daB sich ( sehr gut durch die "Kreistangenien" (hier als limgenireve Avvildurzen
von R in die x-y-Ebene aufgefalit!) "approximieren” 1iBt. Dies licfert sin'=cos
und cog'w-gin. Die Erdrterung des wuftretenden Approxivationsbegriiffes verkniplt
unaere geometrischen Studien des l~tj mit den tieferen Ergebnissen der Analysis.

i

Hemerkungen:

Zu Xnp.0: Hier kann man sich beliebig kurz fassen.

Zu Kap.1Iy Reicht die Zeit dezu aus, o kann man z.B. folgende Vertiefungsthemen
behmndeln: n; R? 4= 1lin.Gl'systeme in n Unbekannten. E
b) Polyeder «-» lin. Ungleiznunmasystemc.

2u Kap.111: Vertielungen: 82 Andere Abatandsvesriffe im Hinblick aut 1.his O.erdrtern.
b Polyeder 4» lin. Ungl'systeme (Stutzebene,licke). '

b)#souetrien naben stets eine r‘ix..-.erudp(.'--\ 3y,
¢) Struktur von Isometrien (Dreimnien,5picceluncen),

Zu Fep.IVi Vertiefungen: ni Isometrien sind affin.
Orientierunssfraqen (Determinanten).

~

2u Kap.Vi Die prazise Erdvéerung von fopenwal, sin und cos ist ebense wieltig fir
den Schuiunterricnt,wie das Fehlen dieser Frorterung in den heplelduncen
typisch fiir des Nilverstandnis von "Vollgténdigkeit" und "Stutigheitl”
ist. Wir echlagen vor, diese Liicke im Rahmen des Geonetrie-nurses :u
fillen, 4iee kann aber ebensogut in einem anschlieilenden Annlyaiskurs
gescliehen, zumal hier eine duBerat frucntbare Bezielung zwisch:n beiden
Gebieten deutlich wird.
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Vertiefungen zu Kep.Y: a) allgeweinere Raumkurven und deren Ableitung,

Boziehungen zur Phyaik.

b) Bedeutuny der Ecken konvexer Polyeler fir die
Lin.Opt.

Durch 80 winen Kurs wiren z.B, die folgenden Themen vorbereitet, die man dunn

wenizatens nicht auf eln halues Jahr auszuwalzen brauchtes

~—

)
c)
d)

—

e

£)
L4
h)

P

-~

Lineare Cleichungssysteme und ihre Bezichungen zu lin.Abbn.
Lin. Ungleichungssysteme und ihre Heziehung zu okonomischen Pragen.
Projektives und die Bezlelung zwa “richtigen Zeichnen"(Klein),

Siherea dtudium 1in. und affiner Abbn,, Busistranafucmationen,
Deterninanten (VYolamer, Grientierung).

Jede lin.Abb. im Rj hat eine Fixperade, Studium der lin. Abbn.,
die die duzu senkrechte Zbene respektieren (z.9.symuetrische Abbn.).
Fragen von Intuition und Interpretation wathewatischer lodelle.

Sphiirik und Kartenprojektionen,

8" und seine Nutzung in Physik, Wirtschaft, Mathematik, Fragen dee
Sinnes matnematischer Verallgemeinerungen.
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Keine Details: EINGANGGKURS

e IEE S EEEEAEE ST AAEIEES SO ANINSSOSETASRSRSERSOGEEERY

"Bi Grofzutter, warum hast Du so grole Augen?
Ei Grofzutter, warum hast Du so grole Ohrén?
Aber Grolmutter, warum hast [Du denn so ein
schrecklich grofes Maul? .s.evevese™

Gebriider Crira



Zs ist klar, da8 man einen Eingangskurs braucht, wenn Schiller mit unter-
schiedlicher Vorbildung gemeinsam Oberstuflenkurse besuchen sollen. So eid
Eingangskurs sollte aber auf jeden Fall Ma thema t ik lehren. Der
‘empfohlene Eingangskurs aber iﬁt dem Worterbuch einer Sprache entnommen, die
nur 3inn hat, wenn sie an mathematischen Inhalt gebunden ist. Dies ist bei
den aufgeliihrten 82 Begriffen und Hakenreihen nicht einmal beabsichtigt, denn
'vs wird folgendes Vorzehen empfohlen:

a) Zine Zusammenatellung aller Definitionen und Sdtze in der Form einas Regel-
kataloge fiir die Hand der Schiiler und Lehrer, auf den auch in den nechfolgenden
Kursen zurilickgegriffen werden kann."

Wohlgemerkt, "fir die Hand", nicht fir den Kopf des Schiillers - er soll ja
Formales Scrlieien, nicﬁt inhaltliches einsehen lernen.

Zum "Inhalt" dieses Eingangskurses wollen wir nur den Ratschlag eines
erfahrenen Fachleiters wiederholen, der seinun Referendaren an dieser Stelle
riet: "Venn Sie sich nur immer richtig ausdriicken, dann lernen die Schiiler
das.von alleine."

(Ein Unterrichtsbesuch bestiéitigte das iiberzeugend.)

Die folgende Stellungnahme der Deutschen Vereinigung fiir
Mathematische Logik zur Mengenlehre auf der Schule kann
man beinahe wértlich auf den Eingangskurs der Empfehlungen
beziehen...
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TISCHE LOTIYX

SORENSCUADTRN (DVMLG)Y

DEUTSCHE VEREINIGUHG ¥UR MATHE
UND GRUNDLAGENFORSCHUNG DER SEAYTEN NI

Stellungnahme zur Mengenlehre in der Schule

In diesem Schuljahr ist an den Schulen der Bundesrepublik die Bin-
fihrung der Mengenlehre in den Hathematiicunterricht verbindlieh
geworden. Die neuen Richtlinien sind in der Uffentlichkeit einpe-
hend diskutiert worden. Der Vorstand der Deutschen Vereinipung
fiir mathematische Logik und Grundlagenforschung der exakten Wis-
senschaften (DVIILG), der fast alle Universitftslehrer angehiren,
die auf dem Gebiet der %engenlehre forschen, méchte mit der fol-
genden Frkldrung zur Diskussion beitraren.

(1) In den vergangenen Jahren hat sich die Frkenntnis durch-
gesetzt, dab der Mathematikunterricht an den Schulen ei-
ner Modernisierung bedarf. Wir befiirworten das und méch-
ten durch diese Stellungnahme nicht die Gegner einer’
solehen Erneuerung bestirken. Doch sehen wir uns veran-
laBt, kritisch zu dem Stellung zu nehmen, was auf der
Schule unter der Bezeichnung "Mengenlehre" betrieben

wird.

(2) Die Mengenlehre ist eine wichtipe mathematinsche Disziplin,
die jedoch keineswegs im Zentrum des mathenatischen Inter-
esses steht. Trotzdem hat sié eine ibergreilende Badeutung,
da einfache mengentheoretische Begriffsbildungen und
Sprechweisen iberall in der mcdernen lMathematik vorkom-
men. Auf der Schule spielt allenfalls diese "Gebrauchs-
mengenlehre" eine Rolle, die cher eine Sprache als ein ei-

gener mathematischer Stoff ist.

(3) Nach unserer YMeinung gehdrt es durchaus zu den Aufgaben
des Mathematikunterrichts, den Sechiiler mit der heutigen
mathematischen Sprache bekannt zu machen. Die notwendi-
gen mengentheoretischen Sprechweisen sollten aber allm*h-
lich und zwanglos eingefihrt werden, und zwar bei der
Behandlung anderer mathematischer Stoffe. Denn die men-
gentheoretische Sprache erweist sich erst dann als niitz-
lich, wenn ein gewisser Bestand an mathematischem Wissen
bereits gewonnen ist, das dann angemessen zu formulieren
ist.



%)

(5)

Mai 1273

50

Dareren wirkt es gekilnstelt, wenn man mengentheoretische
Sprechweisen einfihrt, wihrend man sich ebenso und sozar
besser ungangssprachlich zusdriicken kann.Es bestehti die
grofe Cefahr, daf die Mengenlehre nur als eine iethode
erscheint, einfache Sachverhalte ¥ompliziert auszudriik-
ken. Das ist schon weitpgehend eingetreten; die Mengen-
lehre ist zum Schrecken vieler Tltern geworden, und

auch manchen Lehrern ist die Relevanz vieler Ubungen

z. B, zum Einkreisen, Klassifizieren und Zuordnen nicht
einsichtig. So wird viel Zeit fir eine nur halbverstan-
dene Terminolopie angewendet, und es besteht die Gefahr,
dafd andere Stoffe, die fir die Schule geeigneter sind,
verdringt oder nur unzureichend behandelt werden.

Die Berileksichtipunp der Mengenlehre im Unterricht er-
fordert in jedem Fall eine sorgfiltipe Vorbereitung.
Hier liegen Versiumnisse vor. Einerseits ist noch kei-
neswezs befriedigend geklirt, wie die mengentheoreti-
schen Begriffsbildungen und Sprechweisen in sinnvoller
Weise in den Mathematikunterricht einbezopen werden

- sollten. Zum anderen sind die Lehrer nicht genuﬁend

vorbereitet und sollen jetzt etwas unterrichten, dessen
Bedeutung sie zum Teil par nicht {thersehen. Schlieflich
enthalten viele Bilcher zur Menrenlehre in der Schule un-
verstindliche und sogar fehlerhafte Formulierungen, die
eher reeignet sind, Lehrer und Schiller zu verwirren, als
zu einem guten Unterricht beizutragen.

Flir den Vorstand der DVMLG

Q. Q220

Prof. Dr. Arnold Oberschelp
Vorsitzender der NVMLG
Universit’it Kiel
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SchluEbemerkungen

e L L L L LT T s e

Wir haben auf die erscniitternde mathematische und didakiische Fehlent-
wicklung, die durcn die Enpfehlungen verbreitet werden soll, mit unserer
ins Einzelne gehenden Xritik geantwortet, danit keiner diese Debatte um die
Sehulmathematik als Gescimackssache abtun kann:
Zersibrung von Intuition, Einschichterung durch Ubertriebene Begriffsverehrung,
verwirrend unangemessene Methoden, Reduktion allzu groBartiger Ansitze auf aller-
naivste Fille und subsianzlose Grundlagendevatien sind niemals Angelegcenneiten
des Geschmacks. Wir meinen, dics alles sei weder mat hematisch noch

didaktisch noch tildungspolitisch zurechtifertigen.

Maethemai1dsch istes nicht zu rechtfertigen, weil subtstenzlose
Abstraktion betrieben wird, weil durch Verpeckung in Teebeutel wesentliche
Zusanmenhinge zerstort werden, weil stetig neue Definitionen von wissenschafte
lichen Bihnenhimmel gezecrrt werden, weil iiber llathematik hinwegzeredet wird,
weil lathematik in "Formalem Schliefen und Exaktem Beweisen" erstickt wird.

Didak tisch kann es nicht zu rechifertigen sein, wenn Stunde um
Stunde von nur angeblich Tiefsinnigem die Rede ist, wenn Trivialitidten ausge-
walzt werden und vor Schwierigerem regelmiifig Kapitulation empfollen wird, wenn
banale Denkstrukturen den Verstand dominieren sollen, wenn zu rascher, cberfléch-
lichem Verallgemeinern aufgerufen wird, wenn Unﬁbﬂrschuubare; zugleich ange-
rissen und éer Kritik des Schiilers entzogen wird.

Bildungspolitisech ist es nicht zu rechtfertigen, wenn
Schiiler mit - fiir sie - lutzlosem vollgestiopft werden, wenn sie onne Einblick
iiber VWissenschaft Feden sollen, wenn das "wozu-warum-fir-wen" sus zeitlichen
oder inhaltlichen Griinden systematisch ausgeklammert wird, wean unter dem
Heiligenschein der methepatischen Unanfechtbarkeit eine Erziehung um sicn greift,
die kritikloser Verallgeneinerung des Vort redet und die einen \issenschalis-

. betrieb skizziert, der sicn inhaltlicher Begrindung entziehen .darf.

Die uns zugegangenen Stellungnahmen auswirtiger Hochschullenrer =3t das
folgende Zitat aus dem Brief eines Dortmunder Urdinarius zusammen:
"Insgesazt ist zu #zgen, daB die Verabschiedung solclier Eapfehlungen zwa heutigen
Zeitpunkt eigentlich ein trauriges Zeichen fiir den Zustand im mathezsiischen
Schulunterricht ist."

Anschriften der Verfasser: Ass'prof. Dr.Lutz Fihrer, F8 3 der TU Berlin,
1 Berlin 12, StraBe des 17. Juni 135 ,
Pref. Dr. Hermann Xarcher, Lath. Inst. der Uni=-
versitit Bonn, 53 Bomn, VWigelersir. 1C.



